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Resumo

A propagacao da doenga ocorre devido ao deslocamento e contactos sexual entre individuos
infectados e um susceptiveis. Portanto, compreender os padroes de mobilidade é crucial para

entender a dinamica da doenca.

Uma consequéncia significativa desses padroes de movimento é a transmissao da doenca
de areas com alta incidéncia para areas com baixa prevaléncia. A mobilidade aumenta as
taxas de incidéncia do HIV em regioes com baixa prevaléncia, enquanto diminui ligeiramente

as incidéncias em regioes inicialmente com alta prevaléncia de HIV.

Este estudo analisa o impacto da mobilidade humana na propagagao do HIV /SIDA em
Mocambique. Para isso, desenvolvemos e analisamos um modelo matemético epidemioldgico

da HIV/SIDA, levando em consideragao as diversas regioes do pais.
Os parametros do modelo foram estabelecidos utilizando dados do Inquérito Nacional

sobre o Impacto do HIV/SIDA em Mogambique [23].
Palavras-Chave: Epidemiologia, HIV/SIDA, Namero reprodutivo, Impacto.
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Abstract
The spread of the disease occurs due to the movement and sexual contacts between infected
individuals and susceptibles. Therefore, understanding mobility patterns is crucial for un-

derstanding the dynamics of the disease.

A significant consequence of these movement patterns is the transmission of the disease
from areas with high incidence to areas with low prevalence. Mobility increases the rates
of HIV incidence in regions with low prevalence, while slightly decreasing incidence rates in

regions initially with high prevalence of HIV.

This study analyzes the impact of human mobility on the spread of HIV/AIDS in Mo-
zambique. To do this, we developed and analyzed an epidemiological mathematical model

of HIV/AIDS, taking into account the various regions of the country.

The parameters of the model were established using data from the National Survey on
the Impact of HIV/AIDS in Mozambique.
Keywords: Epidemiology, HIV/AIDS, Reproductive number, Impact.



Terminologia

c: E o niimero médio de parceiros sexuais por unidade de tempo;
a: Fraccao de novos casos que progride para o estagio dos assintomaticos;

B1: Probabilidade de transmissao da infec¢ao por contacto com um infectado sintoma-

tico;

(2. Probabilidade de transmissao da infeccao por contacto com um infectado assinto-

matico;

Sii: Susceptiveis da regiao i;

Sj; + Susceptiveis da regiao j;

Sji: Susceptiveis da regiao j que viaja para regiao ¢;

Sij: Susceptiveis da regiao ¢ que viaja para regiao j;

V. Taxa de recrutamento da populagao;

w: Taxa de mortalidade por outras causas;

rSj;: Namero de individuo que regressa da regiao j saindo na regiao i;
rS;; + Namero de individuo que regressa da regiao ¢ saindo na regiao j;
1 — a: Fracgao de novos casos que progride para o estagio dos sintomaticos;
d: Taxa de mortalidade por causa da doenga de HIV /SIDA;

(1— f)7: Taxa de individuos que progride a classe imune saindo da classe assintomatica
A.

Y

(1 —b)m: Taxa de individuos que progride a classe imune saindo da classe sintomatica
I

I;;: Infectados sintomatico da regiao ;

I;; : Infectados sintomatico da regiao j;

I;; : Infectados sintomatico da regiao ¢ que deslocam para regiao j;
I;;: Infectados sintomaético da regiao j saindo para regiao i;

A;i: Infectados assintomatico da regiao i;

Aj; + Infectados assintomatico da regiao j;

vi



A;; ¢ Infectados assintomatico da regiao 7 que se desloca para regiao j;

Aji: Infectados assintomatico da regiao j saindo para regiao i;

fr: Taxa de transferéncia da classe assintomatica A para classe sintomética I;

brr: Taxa de transferéncia da classe sintoméatica I para classe assintomatica A;

e 1R : Namero total dos removidas;

e 7: Taxa de retorno das visitas ou de saida da regiao ¢ ou da regiao 7;

vii
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Introducao

A Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS) é uma doenga causada pelo Virus da
Imunodeficiéncia Humana (HIV), responsével pela destrui¢ao do sistema imunologico.

As principais formas de transmissao do HIV sao as seguintes: relagoes sexuais nao protegi-
das com pessoas infectadas, uso compartilhado de objetos perfurantes ou cortantes contendo
sangue contaminado (como material médico ou agulhas/laminas contaminada), transmissao
da mae seropositiva para o filho durante a gravidez, parto ou aleitamento, e também através

de transfusao de sangue contaminado.

A AIDS teve suas primeiras notificagoes por volta de 1980 nos Estados Unidos e rapida-
mente se espalhou pelo mundo [42]. Posteriormente, a doenga comegou a se disseminar para
outros paises através das viagens internacionais. Mocambique registrou seu primeiro caso
de AIDS em 1986, de um cidadao estrangeiro jé infectado ao entrar no pafs. Até marco de
1996, o Ministério da Saude (MISAU) ja havia notificado cerca de 4.906 casos & Organizagao
Mundial da Satde (OMS) [11].

Os principais sintomas aparentes sao semelhantes aos de uma gripe, caracterizando o
estagio de infeccao priméaria ou sindrome retroviral aguda. Este estagio ocorre devido a
resposta imune do corpo a qualquer infec¢ao. No entanto, algumas pessoas nao apresentam
sintomas, conhecido como estagio de infeccao HIV assintoméatica ou infeccao HIV cronica,
onde o virus se reproduz em niveis baixos, e o paciente HIV positivo pode nao apresentar
sintomas. Este estégio assintomético é onde ocorre a maior probabilidade de transmissao do

HIV, devido a alta carga viral no sistema [41].

No final deste estagio, a carga viral aumenta, e o numero de células CD4 comeca a
diminuir, podendo ocorrer os primeiros sintomas do HIV, pois o sistema imunolégico nao
consegue mais se proteger eficazmente.

O proximo estagio é conhecido como AIDS, onde surgem doencas oportunistas como cance-
res e outras infecgbes. Com o sistema imunologico danificado, a AIDS se manifesta, e sem

tratamento, a expectativa de vida pode variar de 3 a 8 anos [41].

Vérios estudos tém mostrado que trabalhadores migrantes em areas urbanas podem con-
tribuir para a propagacdo do HIV para areas rurais ([29], [32]). Na Africa do Sul, por
exemplo, homens que se mudaram de &reas rurais para urbanas tém uma probabilidade
maior de serem portadores do HIV em comparacgao com aqueles que permanecem em areas
rurais [30]. Os trabalhadores migrantes frequentemente retornam as areas rurais, potenci-
almente espalhando o virus. Além disso, areas associadas a alta mobilidade humana, como
fazendas comerciais, propriedades agricolas, dreas de mineracao, centros de negocios e regioes

residenciais ao longo de estradas movimentadas, estao conectadas ao aumento nas infecgoes
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por HIV [2].

Portanto, os padroes de mobilidade das pessoas sao cruciais para entender a dinamica
da doenca. No entanto, a consequéncia mais significativa dos padroes de movimento foi a
transmissao da doenca de areas de alta infeccao para areas de baixa prevaléncia. A mobili-
dade ligeiramente aumenta as taxas de incidéncia do HIV em regioes inicialmente com baixa
prevaléncia e ligeiramente reduz as incidéncias em regioes inicialmente com alta prevaléncia

do HIV.

Desde entao, varios modelos, alguns mais complexos do que outros, tém sido desenvolvi-
dos para encontrar meios eficientes e eficazes para erradicar essa doenca. Em nosso modelo,
partiremos do trabalho de [24], onde o impacto da doenga é estudado a partir de um modelo
que considera um tnico estagio de infecgao em duas classes de infectados (1), com o objectivo
de entender a epidemiologia da transmissao de HIV/SIDA e avaliar estratégias para reduzir
(ou controlar) a disseminagao da doenga. Trabalhos semelhantes foram realizados para aten-
der a objectivos como: entender melhor a dindmica do HIV/SIDA, analisando um modelo
matematico que explica o impacto dos imigrantes infectados na transmissao do HIV [34];
analisar o crescimento da epidemia do HIV/SIDA na Asia, assumindo que a propagacio do
virus na comunidade é causada principalmente pela interacao sexual entre um grupo central

de mulheres prostitutas e jovens homens solteiros [10].

Neste trabalho, seguindo essa linha de pensamento, apresentamos um modelo matematico
deterministico cuja transmissao é descrita por duas classes que designaremos como infecta-
dos assintomaticos e sintomaticos, diferentemente do abordado no trabalho de [24]. Nosso
objectivo é verificar a disseminacao da doenca quando nao podemos registrar ou controlar
toda a populacao infectada. A infeccao pelo HIV exige tratamento adequado, que existe, mas
nao é considerado em nosso modelo. Assim, nosso intuito é estudar a propagagao do HIV em
Mocambique e a prevaléncia do HIV/SIDA| levando em conta a mortalidade induzida pelo
HIV, para auxiliar profissionais de satide e o Programa Nacional de Combate ao HIV /SIDA
a compreender até que ponto a mobilidade humana é a razao pela qual a doenca continua a

se propagar no mundo, e, em particular, em Mogambique.

De referir que este trabalho é constituido por 5 capitulos, nomeadamente: (1) Nogoes
Preliminares, que compreende as definigoes e os resultados mateméticos que serao usados ao
longo do trabalho; (2) Modelo da Mobilidade Humana com Assintométicos e sintomaticos,
abordando desde a formulac¢ao até a analise de estabilidade dos pontos de equilibrio; (3)
Analise Numérica, que trata desde a estimacao de parametros do modelo até a interpretacao
da Analise de Sensibilidade e simulagoes numéricas, para estender e enfatizar os resultados
obtidos no capitulo anterior; (4) Discussao dos resultados obtidos e por fim (5) Conclusao e

Recomendacoes.
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Objectivos

Objectivos gerais

e Desenvolver um modelo deterministico para o estudo da propagacao do HIV /SIDA em

Mocambique, tendo em conta a sua transmissao e o impacto da mobilidade humana.

Objectivos Especificos

e Analisar um modelo deterministico que retrate o impacto da mobilidade humana em

Mocambique;

e Estimar a razao de reprodutibilidade basal (Ry) do HIV, através de calculos baseados

em um modelo matemético;

e Identificar os parametros do modelo que contribuem com maior impacto na propagacao
do HIV/SIDA em Mogambique;

e Analisar o grupo que mais contribui para a transmissao do HIV/SIDA entre assinto-

maticos e sintomaticos através de anélise de sensibilidade;

Metodologia

Utilizaremos varias defini¢des e teoremas da Algebra, Analise e Sistemas Dinamicos. Estes
incluem a nocao de autovalor e autovetor de uma matriz, a matriz jacobiana, existéncia,
unicidade e positividade de solugoes de um sistema dinamico, estabilidade segundo Lyapu-
nov e o teorema da variedade central para investigar a existéncia de bifurcagao num sistema
dinamico ([28], [3]).

O estudo do nosso modelo consiste em analisar o impacto da mobilidade humana na
transmissao de HIV/SIDA em Mogambique. Para alcangar os objectivos pretendidos, inici-
almente faremos uma revisao bibliografica para identificar os modelos matemaéticos existentes

que tratam da transmissao de HIV/SIDA e do impacto da mobilidade humana [24].

Com base nessa revisao, sera formulado um modelo deterministico utilizando equagoes
diferenciais para descrever a dindmica da transmissdo do HIV /SIDA, incorporando factores
de mobilidade. As suposigbes e os parametros iniciais do modelo serao estabelecidos com

base em dados reais e na literatura cientifica.

A seguir, serd realizada uma anélise de estabilidade dos pontos de equilibrio do mo-

delo para compreender o comportamento da doenca e faremos a interpretacao biologica dos
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resultados que surgirem durante a analise do modelo. Isso incluird o calculo do nimero
bésico reprodutivo (Rp). Além disso, serd conduzida uma analise de sensibilidade para iden-
tificar quais parametros do modelo tém maior influéncia sobre a dindmica da transmissao,
permitindo priorizar os parametros que devem ser monitorados e controlados, focando em

estratégias especificas para mitigar a propagagao do HIV /SIDA.

Estratificamos a populagao em assintomaticos e sintomaticos. Diferentes cenarios de in-
tervencao serao simulados para avaliar o impacto relativo de cada grupo na propagagao do
HIV/SIDA. Com base nos resultados das simulagoes, serdo propostas politicas de interven-
¢ao focadas em estratégias especificas para cada grupo, visando reduzir a transmissao do
HIV/SIDA.

Para as redagoes, usamos o LaTeX e o compilador TeX. Utilizamos o Spyder (Python 3)

junto com o compilador Jupyter para codificar, simular e exibir os gréaficos.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste primeiro capitulo, queremos apresentar alguns conceitos e resultados da Algebra, Li-
near, Sistemas Dinamicos, em particular Sistemas de Equacoes Diferenciais Nao Lineares,
Estabilidade Local e Global de Sistemas de Equagoes Diferenciais Nao Lineares e Métodos
de Lyapunov para Analise de Estabilidade Local e Global de Sistemas de Equacoes Dife-

renciais Nao Lineares, além de algumas defini¢oes bésicas do estudo de modelos matematicos.

1.0.1 Matrizes

Definicao 1.0.1.1 Consideremos a matriz quadrada

ay; Az -+ Qin
Ag1 Q22 -+ QA2p

A= . (1.1)
an1 Gp2 - Gpp

nxn

Diz-se que um vector nao nulo x € R" chama-se um autovetor de A se Ax € mailtiplo
escalar de x, ou seja Ax = A\x para algum escalar A. O escalar A chama-se autovalor de A

e dizemos que x € um autovetor associado a .

Teorema 1.0.1.1 Sejam a matriz (1.1) e X um nimero real. Entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes.

i. A é um autovalor de A;
ii. O sistema (A — A)x = 0 de equagoes tem solugoes nao triviais;
iii. Existe um vector nao nulo x tal que Az = Ax;

iv. A é uma solugao da equagdo carateristica |A\] — A| =0

Demonstracao 1.0.1 Ver ([6], Pag 241)
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Teorema 1.0.1.2 Se uma matriz € triangular (superior, inferior ou diagonal) entao os au-

tovalores de A sao as entradas na diagonal principal de A.

1.0.2 Sistemas dinamicos auténomos nao lineares

Seja D C R™ um conjunto aberto e seja z — f(z) € R™! uma funcio de classe C" definida

em D. Consideremos o sistema dindmico nao linear
' = f(x) 2(0) = xg (1.2)

Definicao 1.0.2.1 O sistema de equacoes diferenciais 1.2 diz-se nao-linear quando as fun-
¢oes incognitas x ou respectivas derivadas aparecem de forma nao-linear. E se f(x) depender
apenas das fungoes incognitas x e nao da varidvel independente t, O sistema de equagoes di-

ferenciais (1.2) diz-se auténomo.

Teorema 1.0.2.1 (Existéncia e unicidade de solugoes). Consideremos o problema de valor
inicial em (1.2), onde xoy € R", suponhamos que f : R" — R™ € da classe C*. Entdo existe
uma unica solugao deste problema de valor inicial, mais precisamente, existe a > 0 e uma

unica solugao x € (—a;a) — R"™ satisfazendo a condi¢ao inicial x(0) = xg.

Demonstracao 1.0.2 Ver ([22], pig 385)

1.0.3 Nocgoes de Estabilidade

Defini¢ao 1.0.3.1 Um ponto x* € R™ € um ponto de equilibrio do sistema dindmico (1.2)

se f(z*) =0, [14].

Definigao 1.0.3.2 Um ponto de equilibrio x* de (1.2) € estdvel se, para cada ¢ > 0 arbi-
trariamente pequeno, existir um 6(¢) > 0 tal que, para toda condi¢ao inicial xo satisfazendo
||zo — 2*|| < 6 tem-se ||x(t) — x¥|| < € para todo t > 0, [27].

Definigao 1.0.3.3 Um ponto de equilibrio z* do sistema (1.2) € instdvel se ele nao € estdvel.

Defini¢ao 1.0.3.4 Um ponto de equilibrio x* é assintoticamente estdvel do sistema (1.2),

no sentido de Lyapunov, se for estdvel e ||xg — z*|| < 0 tem-se ||z(t) —z*|] — 0, t — o0

ou seja, toda solucao que comeca perto o suficiente de um ponto de equilibrio assimpto-
ticamente estavel, permanece proximo a ele, e convergira para ele & medida que o tempo

passa.
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1.0.4 Critérios de estabilidade

Definigao 1.0.4.1 Um polindmio real §(s) = dg+ 015+ ... + 9, 8" de grau n € dito estdvel se
todas suas raizes tem parte real negativa, tais polindmios também sao chamados de polinomios

de Hurwitz.

Teorema 1.0.4.1 (Critério de Routh-Hurwitz). Consideremos a equacao carateristica |A —
M| = N b A T b A 24 4-b, 1 A +-b,, = 0 que determinam n autovalores da matriz A,y
Entao todos os autovalores terao a parte real negativa se Ay > 0, Ay > 0,A3 >0,..., 4, >0

Onde:
by 1 0
b1 bp 1 O by by by
Ay =b; Ay = by b A3 =|bg by by|,..., A, =] b3 by  bz--- 0 (1.3)
be by by . . . )
anfl b2n72 b2n73 bn

Lema 1.0.4.1 Seja p(\) = A* + b\ + by, entdo 0s Ay e Ny terdo parte real negativa apenas
seb; >0 onder=1,2

Lema 1.0.4.2 Seja p(\) = A* + b1 A% + bo\ + bs, entdo A1, Ay e A3 terdo parte real negativa
se by > O, by > O,bg >0 e bby —bg > 0, /21/

Teorema 1.0.4.2 (Estabilidade de Lyapunov). Seja x*, um ponto de equilibrio de um sis-
tema de equacoes diferencias. Seja L : U — R" uma funcao diferencidvel, definida em

U C R" Suponha ainda que:

a). L(z*)=0e L(z) > 0 se x # z7;
b). L' <0em U — {z*} Entao x* é localmente estavel;
¢). L' <0em U — {z*} em uma regido de z* excepto em z*, entdao z* é localmente assinto-

ticamente estavel, [6].

Defini¢ao 1.0.4.2 (Fungao de Lyapunov). A fungao L satisfazendo a) e b). € dita funcao

de Lyapunov para x*

Exemplo 1.0.4.1 Consideremos o sequinte sistema

{x’:—x+y+xy (1.4)

y’:x—y—x2—y3

Resolugao 1.0.4.1 Consideremos a sequinte fun¢ao candidata & de Lyapunov L(z,y) =
2% +y* Seja D = R?, temos que L(z*) =0 e L > 0, V(x,y) € D — {a*}



CAPITULO 1. NOCOES PRELIMINARES

L'(z,y) = 202" + 2yy’ = 22(—x +y + xy) + 2y(z —y — 2° — 3°)
= —22% + 2uy + 22%y + 2xy — 2y — 2ya® — 2!
= —22% + 4oy — 29> — 2y*
=2z —y)?-2y" <0

E visto que L' < 0 V(z,y) € D — {z*}, além disso L > 0 e L(z*) = 0 Logo L é fungdo de

Lyapunov e z* = (0,0) ¢é assintoticamente estével.

Teorema 1.0.4.3 (da variedade central) Consideremos um sistema de equagoes diferencias
com um dado parametro 0:
df

o= f@0).f R xR—R" (1.5)

Sem perda de generalidade assumimos que a origem é um ponto de equilibrio para o sistema

acima para todo valor do parametro 6, i.é, f(0,0) = 0. Assumimos ainda que:

i) A matriz A = 0f:
8a:j

igual a zero. Ademais, A tem tnico autovalor nulo e os restantes tem a parte real negativa.

(0,0) é a Jacobiana do sistema (1.5) avaliado na origem quando 6 é

ii) A matriz A tem um auto-vector direito v e um auto-vector esquerdo u correspondente ao

autovalor nulo.

Seja ainda fj a k-ésima componente de f e

n 2
X = Z UkVij Z kj (0,0) (1.6)
kyi,j=1
¢ 2
- 0 fi
Y = ,; ukvlaxkae(O, 0) (1.7)

Entao, a dindmica local do sistema (1.5) ¢ determinada por X e Y:
i). X,Y > 0. Quando # < 0 com |f| < 1, a origem é localmente assimptoticamente estavel,
e existe um outro equilibrio positivo e instavel; Quando 0 < 6 < 1, a origem é instavel e
existe um outro equilibrio negativo e localmente assimptoticamente estavel.
ii). X,Y < 0. Quando # < 0 com |0| < 1, a origem é instavel, e existe um outro equilibrio
positivo e instavel; Quando 0 < 6 < 1, a origem é localmente assimptoticamente estavel e
existe um outro equilibrio positivo e instavel.
i), X >0,Y < 0. Quando # < 0 com |f| < 1, a origem ¢ instavel e existe um outro
equilibrio negativo localmente assimptoticamente estavel, Quando 0 < # < 1, a origem é
estavel e um possivel equilibrio positivo e instavel.
iv). X <0,Y > 0. Quando # muda de negativo para positivo, a origem muda sua estabili-

dade de estavel para instavel. Correspondentemente, um equilibrio negativo instavel vem a

8
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ser positivo e localmente assimptoticamente estavel.

Corolario 1.0.4.1 Para XY > 0 o sistema (1.5) possui uma bifurca¢io retardada em

0 =0, epara X <0,Y >0 o sistema (1.5) possui uma bifurcacao para frente em 6 = 0,

[15].

Definicao 1.0.4.3 O indice de sensibilidade direta normalizado de uma varidvel, u, que

depende diferenciadamente em wm parametro, p, € definido em [1] como

(1.8)

1.0.5 Numero reprodutivo basico (Ry)

Definicao 1.0.5.1 Ry ¢ definida como sendo o nimero médio de infecoes secunddria que

um inico caso poderia produzir em uma popula¢ao completamente suscetivel [44].

O nimero reprodutivo béasico vem sendo muito utilizado na epidemiologia, representado por
Ry e permite detectar uma possivel endemia [18]. De acordo com Anderson et al May (1991),
o nimero Ry é definido como o ntimero de casos de infe¢coes secundarias produzidas por um

individuo infetado quando é introduzido em uma populacao de susceptiveis.

Quando Ry > 1, o niimero de pessoas infectadas aumenta e, entao, ocorre a proliferagao

da doenca, como consequéncia iniciara um surto, epidemia, endemia ou uma pandemia.
Agora se Ry < 1, a doenca tende a se extinguir.

Existem vérias maneiras de calcular o Ry. Um dos métodos mais utilizados é o método da
matriz da proxima geragao, que envolve a separagao do sistema de equagoes diferenciais em
dois compartimentos: um denominado infeccioso F' e outro nao infeccioso V. As subpopu-

lagoes que representam cada um desses compartimentos sao denotadas por x € R" e y € R™.

As componentes F; do compartimento F' representam as taxas que aumentam as novas
infecgoes no i-ésimo compartimento infeccioso, enquanto as componentes V; do comparti-
mento V sdo as taxas que diminuem as infec¢oes no i-ésimo compartimento, como morte e
recuperacao. As g; referentes ao y; sao os compartimentos que nao tém relagao com a infec-
¢ao0, ou seja, nao contribuem para o aumento nem para a diminui¢ao da infec¢ao. Portanto,

descrevemos o modelo da seguinte maneira:

(1.9)

$/:E($;y>_‘/v,<x7y)a i:172737"'7n
v =Gj(xy), j=1,2,3,....m
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Ou ainda podemos calcular o Ry usando a definicao, neste trabalho utilizaremos a defi-
nigao do Ry [8].

1.0.6 Modelos Metapopulacional com Mobilidade

Consideremos n provincias enumeradas de 1 até n. Seja ' a populagdo da provincia i no
tempo t. Na auséncia da mobilidade, a populagao evolui independentemente e a dinamica
local é dada por :L’;‘;H = f(z!), tal que t #0 ei=1,2,...,n, onde f é uma funcdo de classe
C™ [20].

Estabelecemos as ligagoes entre as subpopulagoes, ou seja, a possibilidade de os individuos
migrarem para outras provincias. O conjunto das possiveis provincias para onde os individuos
das provincias ¢ poderao migrar é chamado de vizinhanga da provincia ¢ e é designado por
Viz(i).

Por causa da mobilidade, podemos dizer que, a cada tempo ¢, uma frac¢ao p deixa uma
dada provincia para outra provincia. Portanto, podemos considerar a fracgao migratoria p,
tal que 0 < pu < 1.

Consideremos C' = [l;;] a matriz de acoplamento das provincias, onde [;; indica a propor-
cao de individuos que saem da provincia j para a provincia ¢, onde 0 <[;; < 1,7 =1,...,n.

Considerando [;; = 0, significa que nao temos mobilidade para outras provincia.

Definamos abaixo os operadores da dindmica com mobilidade e sem mobilidade:

Defini¢ao 1.0.6.1 Dindmica sem mobilidade, seja: F € R" — R™ : (2!, 2%,...,2") —

(f(z), f(@*),..., f(@")

Defini¢io 1.0.6.2 Dindmica com Mobilidade, seja: M € R™ — R™ : (2!, 2% ..., 2") —
(M (2,22, 2™), M(at, 22, .. 2™, ..., M (2!, 2%, ..., 2"))

onde,
n
M (2t 2, .. 2a") = (1—,u):vk—|—Zlkjuxj (1.10)
j=1
comk=1,...,n
O primeiro termo a direita da equacao 1.10 representa os individuos que permanecem
na provincia j no tempo t, e a segunda parte representa a soma de todos os que efectuam

a mobilidade na provincia ¢. Dai que podemos definir a dindmica da metapopula¢ao como

10
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sendo dada por:

(L= p)f(a) + ) bynf ()

J=1

Xpo1 = : (1.11)

O—uﬁ@ﬂ+§:%wﬂﬂ)

A matriz C' = [l;;] depende da vizinhanca Viz(i) a ser escolhida. Com isso, podemos
definir a vizinhanga de uma provincia dada por Viz(i) = {1+ [(i +j — 1) mod n] : i =
1,...,N;i=# 0}, onde N é o raio da vizinhanga. O nimero de vizinhangas de uma provincia
i ¢ dado por Viz(i) = 2N.

Quando N = 1, s6 existe mobilidade para as provincias adjacentes a provincia i. Para
n—1

n
todas as provincias, N = para n impar e N = 5 bara n par [43].

Segundo o Earn et al [19] podemos definir a matriz C' da mobilidade dado por

— 1 1 —
0
n—1 n—1
1 0 1
C=|n-1 n—1 (1.12)
1 1 0
Ln—1 n—1 i

Notemos que a soma das linhas da matriz acoplamento C' da mobilidade deve ser igual a 1,
n

isto é, le =1.
i

O modelo acima ¢ aplicado quando consideramos que a matriz é simétrica, isto ¢, ¢;; = ¢;i.
A matriz nao necessariamente precisa ser simétrica, porém, se a matriz C' nao for simétrica,
para obter a matriz de transigao, segundo o trabalho de Ventura et al. [49], assumimos que
a probabilidade de um individuo viajar de uma provincia j para outra provincia vizinha 7 é

dada pela equacao
Zj mb;;
N;(0)

onde m € o coeficiente de mobilidade, mFP;; denota o nimero médio de pessoas esperadas

Dij = (1.13)

para viajar de j para i, e N;(0) ¢ o nimero de individuos residentes na provincia i no
tempo t = 0. Alternativamente, podemos determinar a probabilidade usando a proporcao

do ntimero total de individuos da provincia j dividido pelo nimero total de individuos que

11
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sairam para as provincias restantes ¢, isto é,

= 1.14
p] Zi:1 ll] ( )

1.0.7 Modelos Matematicos epidemiolégicos

Nesta sec¢ao, apresentaremos alguns modelos mateméaticos epidemiologicos utilizados na mo-
delagem de doencas infecciosas, juntamente com algumas defini¢oes basicas empregadas no
estudo dessas doencas.

A propagagao de doencas pode ser descrita por meio de modelos matematicos epidemiolé-
gicos, cujo proposito é descrever e analisar a disseminacao de doengas infecciosas dentro de

uma determinada populacao.

Um dos primeiros estudos conhecidos sobre doencas epidemiolédgicas foi conduzido por
Daniel Bernoulli em 1760, com o objectivo de investigar a transmissao da variola. Apos esse
ponto inicial, e com estudos mais aprofundados na area da medicina, outros casos puderam
ser analisados com maior detalhe [31]. Na mesma época, Ronald Ross realizou um estudo
sobre a malaria para demonstrar que sua transmissao ocorria pela picada de um mosquito
contaminado. Posteriormente, em 1908, elaborou um modelo matemético mais detalhado

para o estudo da doenca.

Um dos modelos mais relevantes e influentes no desenvolvimento de modelos matematicos
foi 0 modelo SIR (Susceptivel - Infectado - Recuperado/Removido), estudado por Kermack
e McKendrick em 1927. Eles concluiram que um niimero pequeno de individuos infectados,

mesmo em contacto com individuos susceptiveis, ndo gera uma epidemia [26].

Em 1906, Hamer analisou casos nos quais a taxa de transmissao da doenca ocorria por
meio do contacto entre individuos susceptiveis e individuos infectados, conhecido como Lei
de Agao das Massas [31]|. A partir desse ponto, outros modelos mateméticos em Epidemiolo-
gia comecaram a ser estudados, sendo conhecidos como modelos compartimentais devido a
divisdo da populagao em compartimentos (ou classes), indicando em qual estado o individuo
se encontra.

A seguir, apresentamos alguns modelos mateméticos e suas defini¢oes para enriquecer nossa

compreensao no estudo de modelos matematicos:

e Modelo SI: Neste modelo a populacao se divide em dois compartimentos de indivi-
duos: suscetiveis S e infectados I. Neste caso, o individuo que contrai a doenga nao se

recupera, permanece infetado para o resto da sua vida.

Exemplo 1.0.7.1 HIV/SIDA, uma vez infectado pelo HIV, o individuo nao se recu-

pera completamente da doenca.

12
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e Modelo SIS: Neste a populagao também ¢é dividida em dois compartimentos, sus-
ceptiveis S e infectados I. Porém o individuo que se recupera da doenca nao adquire

imunidade e volta imediatamente para a classe dos susceptiveis.

Exemplo 1.0.7.2 Gripe, onde a pessoa pode contrair gripe repetidamente ao longo da

vida, pois nao adquire imunidade permanente apds a recupera¢do de um episodio de

gripe.

e Modelo SIR: Este divide a populagao em trés compartimentos de susceptiveis (.5),
infectados (/) e recuperados/removidos (R). O individuo susceptivel que contrai a
doenca é removido, isto é, o individuo recupera adquirindo imunidade permanecendo

nesse compartimento ou entao morre.

Exemplo 1.0.7.3 Sarampo, apds contrair sarampo e se recuperar, a pessoa geralmente

desenvolve imunidade permanente o doenga e é colocada no compartimento (R)

e Modelo SIRS: De acordo com o modelo SIR, se o individuo adquire uma imunidade

temporéria, ird eventualmente voltar a classe dos suscetiveis.

Exemplo 1.0.7.4 Maldria, a imunidade conferida pela infeccao de maldria é geral-
mente tempordria. Apds algum tempo, os individuos podem se tornar suscetiveis no-

vamente.

e Modelo SIQS: O modelo SIQS é um modelo que divide a populacao entre susceptiveis
(podem contrair a doenca), infectados (doentes e podem propagar a doenca), e os
que estao isolados em quarentena (Q). Neste caso, os individuos que estao infectados
passam pelo periodo da quarentena, que pode ser um isolamento em casa (doengas mais

brandas) ou for¢cado em hospitais ou unidades especializadas (doengas mais graves) [39].

Exemplo 1.0.7.5 COVID-19, Durante a pandemia de COVID-19, medidas de qua-
rentena e isolamento foram amplamente implementadas para controlar a propaga¢ao
do virus. Individuos infectados com COVID-19 eram frequentemente isolados para re-
duzir o risco de transmissao para outros, especialmente aqueles com sintomas graves

que requertam hospitalizacao.
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Capitulo 2

Modelo da Mobilidade Humana com

Assintomaticos e Sintomaticos

Neste segundo capitulo, serao colocadas as suposi¢coes do modelo em estudo e a sua res-
pectiva formulacao, ilustrando primeiramente a dindmica de propagagao do HIV/SIDA em
Mocambique por meio de um fluxograma e as equagoes diferenciais que o fluxograma re-
flete. O modelo proposto é uma extensao do modelo apresentado por Augustino Isdory et
al. (2015) [24], que retrata o impacto da mobilidade humana. No entanto, eles ndo analisam
a separagao entre assintomaticos e sintomaticos, enquanto no nosso modelo incluimos essas
duas classes.

Considerando que a probabilidade de transmissao da infecgao por contacto com um in-
fectado sintomatico (I) e um assintomatico (A) é diferente, esta diferenca estéa relacionada
com o estado de saude que cada um apresenta. Os individuos sintométicos apresentam sinais
visiveis da doenca, como febre, tosse, dores no corpo, entre outros, e, devido a esses sintomas,
tém maior probabilidade de aderir ao tratamento ou a testagem para o HIV /SIDA. Por outro
lado, os individuos assintomaticos estao infectados, mas nao apresentam sintomas, o que faz
com que vivam muito tempo sem saber o seu estado de satde em relagao ao HIV/SIDA.
Mesmo na auséncia de sintomas, os assintomaticos continuam a ser infecciosos e capazes de

transmitir o virus a outras pessoas.

Consideramos também a classe dos Imunes ou Removidos (R), que s@o individuos que
ficaram infectados e, devido ao tratamento, tornam-se indetectavel como seropositivos. Além
disso, perdem a capacidade de transmitir a doencga a outros individuos, ou seja, sao indi-
viduos que j& nao contribuem para a transmissao da doenga, uma vez que nao ha mais o
efeito activo do virus. Embora nao seja considerado no nosso modelo, assumimos que o
factor que leva os individuos a aderir a classe dos imunes/removidos é o tratamento, ou
seja, desde o momento em que os individuos conhecem o seu estado seropositivo, passam

a ter cuidados médicos que podem resultar em uma imunidade alta e os tornam indetectéveis.
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No modelo proposto, consideramos ainda a existéncia de uma forga de infecgao (\), que re-
presenta a quantidade de susceptiveis infectados por individuos sintométicos e/ou assintoma-
ticos. No entanto, segundo o boletim do Ministério de Saude ([12], [11] e [37]), os infectados
podem morrer devido ao HIV /SIDA, ou seja, morte induzida (9), e os individuos assintoma-
ticos e sintomaticos contém o virus do HIV/SIDA com uma taxa de morte natural (u). A po-
pulagao (N) é variavel (ndo constante), dada por N(t) = S(¢)+1(t)+A(t)+ R(t), com as con-
digoes iniciais S(0) = Sy > 0; 1(0) = [y > 0; A(0) = Jy > 0; R(0) = Ay > 0; N(0) = Ny > 0.

2.0.1 Formulagao do Modelo de HIV /SIDA para Mogambique com

e sem a Mobilidade Humana

Desde o surgimento do HIV, a modelagem da sua dindmica tem sido abordada por muitos
pesquisadores, também conhecidos como modeladores. Alguns dos modelos sao conhecidos
como modelos meta-populacionais, nos quais as areas sao divididas em diferentes regioes de
acordo com as posigoes geograficas. Essas regioes podem incluir cidades, aldeias, vilas ou
provincias, de modo que as conexoes entre as regioes se dao através das pessoas que viajam
entre elas. Varios estudos ja foram realizados sobre a dindmica da transmissao de doencas
entre regioes. Por exemplo, Sattenspiel et al. [38], Arino J et al. [7], Coffee M et al. [16], en-
tre outros modeladores de doencas infecciosas, utilizaram modelos meta-populacionais para
estudar a disseminagao de diversas doengas, como a disseminacao do sarampo influenciada
por viagens. Este tipo de modelo foi também utilizado para analisar a influéncia de duas

regioes na estabilidade da gripe e de muitas outras doengas.

O objectivo deste trabalho é desenvolver um modelo matemético para avaliar o impacto
da mobilidade humana na transmissdo de HIV/SIDA em Mogambique. Modificamos o mo-
delo proposto por Augustino Isdory et al. [24], que nao inclui as classes de infectados
assintomaéticos e sintomaticos, como ¢ comum nos modelos de HIV. Introduzimos, assim,
as classes dos sintoméaticos e assintomaéticos, que incorporam os individuos que apresentam
sintomas e os que nao apresentam sintomas. O principal motivo da inclusao dessas novas
classes é para entender quais sao os individuos que mais contribuem nessa dinamica e quais
individuos podem ter o maior impacto na propagacao da doenca.

Anderson et al. (1986) desenvolveram um modelo para o estudo da dindmica do HIV, o

qual ainda tem contribuido para o entendimento de factores presentes em pandemias [5].
O modelo proposto por Augustino Isdory et al. (2015) considera dois estagios de infecgoes
do virus anteriores 4 SIDA no mesmo compartimento, o assintomético e o sintomético. A
populagao total é dividida em trés subpopulagdes: os susceptiveis (S), os infectados pelo
HIV (I) e os Removidos (R). Neste modelo, introduzimos duas classes infecciosas, ou seja,
assintométicas e sintomaéticas, que nao foram abordadas no modelo criado por Augustino
Isdory et al. [24].
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Com essas novas classes, a populagao total sera dada por N(t) = S(t) + I(t) + A(t) + R(t).
Dai teremos o seguinte fluxograma e o sistema de equacgoes diferenciais ordinarias, que

descrevem a dinamica do HIV:

Figura 2.1: Fluxograma que representa a propagacao de HIV/SIDA com a Mobilidade
Humana

Onde: ; A
A=c 51%+@2% (2.1)
ij iJ

Assumimos que [ e r sao taxas de retorno e de saida das visitas a outra regiao.
Assumimos que os parametros bésicos que governam os efeitos da doenga e a demografia da
populacao sao iguais.
Assumimos que as visitas duram em média uma semana, entao r = 52 semanas que corres-
pondem a um ano [24].

Assumimos que o tamanho da populagao total é variavel dado por N(t) em relacao ao
tempo.
Partindo do pressuposto do relatoério do Ministério de Satude, assumimos que os infectados
assintométicos e sintométicos tém taxas de infeccao diferentes, isto é, By > ;.
Assumimos ainda que os individuos retornam & sua regiao de origem antes de partir para
outra regiao e nao ha migragao e emigragao permanente entre as subpopulacoes, de modo
que os individuos viajam para outras regioes ocasionalmente.

Além disso, assumimos que o recrutamento ocorre dentro das regides de origem, ou seja, Sy

é o unico termo que aumenta o crescimento populacional.

A classe susceptivel na regiao i é composta por aqueles recém-recrutados ao grupo sexu-
almente activo, com taxa de V' = v - p, onde v é a populagao nacional e p é a proporg¢ao total
de individuos que vivem na regiao . Os susceptiveis sao perdidos ao se tornarem infectados
pelo HIV na taxa de (;¢Sy; 2 L morrendo por causas naturais com uma taxa de pSy, e

>Ny’
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o total de individuos susceptiveis que se deslocam da regiao i para a regiao j a uma taxa
Z r.S;; por individuo.
J
O B; é o parametro de transmissao de HIV ou a probabilidade de transmissao para a

regiao i. A equagao que determina essa dindmica dos susceptiveis S;; na regiao ¢ é dada por:

St = Vi = XaSii — puSii + ZTS@' - Z 1S} (2.2)
J J

Individuos susceptiveis da regiao j que sao originéarios da regiao ¢ sao recrutados pela taxa

que é regida pelo namero de pessoas que voltam a regiao j com uma taxa de E rSi;. Os

j
individuos susceptiveis da regiao j sao perdidos naturalmente por uma taxa de (1.5;; e aqueles

2.1y
UZN

mesma forma, a equagao diferencial que descreve a dmamlca dos individuos susceptiveis S;;

que adquirem infec¢oes por HIV a uma taxa de (;¢S, por ano, respetivamente. Da

na regiao ¢ ¢ dada por:
S’L{j = —)\QSij — Z’T’Sij — :uSZJ + Z ljiSji (23)
J J
> 1
> Ny’

aqueles que retornam tém uma taxa E rl;j, os infecciosos sao reduzidos por aqueles que

A populacao infectada sintomética da regiao [;; é recrutada a uma taxa de (;¢S;;

morrem naturalmente a uma taxa de ,uii, aqueles que morrem devido & doenga a uma taxa

de 01;;, aqueles que progridem para a classe dos imunes na taxa (1 — b)wl; e aqueles que

viajam para fora da regiao a uma taxa de Zlﬁ[ji. Essa dinamica é determinada pela
J

seguinte equagao diferencial nao linear:

L= (1= a)da+ frAi — (1 = b)mly Zlﬂ -+ Zﬂw ply — 1 —brly;  (2.4)

A populacao infectada sintomatica I;; é recrutada por aqueles que adquirem infeccoes

por HIV na regiao 7 a uma taxa de (55¢S;; e aqueles que vém para uma visita a taxa

J
> Nm
g lj;1;;. Individuos que progridem para a classe dos imunes a uma taxa (1 —b)m1;;, aqueles
J
que voltam a regiao ¢ a uma taxa rl;;, morrem naturalmente a uma taxa ul;; e morrem
devido & doenca na taxa 01;;, individuos. Essa dinamica é determinada também pela saida e
entrada dos individuos da classe infectada assintomatica para classe sintomatica e vice-versa

com as taxas brl;j e fyA;;. A equacao diferencial nao linear que descreve essa dinamica dos
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individuos infecciosos [;; na regiao ¢ ¢ dada por:

Igj = (1 — a))\z + Z lji-[ji - ZTL']' - /Lll'j - 6]2 — (1 — b)ﬂ'lij - bﬂ'[z'j + f’}/AU (25)
J J

2 Ay

> Ny

Aqueles que retornam tém uma taxa E rA;;. Os infecciosos sao reduzidos por aqueles que

A populacao infectada assintomatica da regiao A;; é recrutada a uma taxa de ¢(3,.9;;

j
morrem naturalmente a uma taxa de puA;;, e aqueles que morrem devido a doenga tém uma
taxa de dA;;. Aqueles que progridem para a classe dos imunes tém uma taxa de (1 — f)yA;.

Aqueles que viajam para fora da regiao tém uma taxa de ZlﬁAﬁ, e aqueles que progri-

j
dem para a classe dos sintométicos e vice-versa tém taxas fvA; e al;. Essa dinamica é

determinada pela seguinte equagao diferencial:

J J

A populacao infectada assintomatica A;; é recrutada por aqueles que adquirem infeccoes

Aij
.~ . 7 A L N
por HIV na regido i a uma taxa de ff1¢ S;; e aqueles que vém para uma visita a taxa

J
> Nij
E l;;Aj;. Individuos que progridem para classe dos imunes a uma taxa (1 — f)vA;;, aqueles
J

que voltam a regiao 7 a uma taxa g rA;;, morrem naturalmente a uma taxa ;tA;; e morrem

J
devido & doenca na taxa 0A4;;, individuos, e sao determinados também pela saida e entrada
dos individuos da classe infectada assintomatica para classe sintomética e vice-versa com
as taxas fyA;; e brl;;. A equacgao diferencial nao linear que descreve essa dinamica dos

individuos infecciosos A;; na regiao i ¢ dada por:

Ay =ady =Y 1Ay + Y LAz — pAy — 6Ay; — fyAi; — (1= f)yAy +baly  (2.7)

J J
Os individuos Removidos R;; sao recrutados por individuos infecciosos sintométicos I;; e
infeccioso assintomaticos A; que progridem para a classe removida ou imune a uma taxa de

mwl;; e os outros que retornam de visitar diferentes regioes a uma taxa de E rRj;.
J
Eles sao diminuidos devidos a quem visita outras regioes na taxa de E l;; R;;, morrem devido

J
a doenca na taxa 0 R;; e morre naturalmente por uma taxa de uR;; e aqueles que progridem
para a classe dos removidos saindo da classe assintomatica A; com a taxa de vA;;, temos a

seguinte equagao que determina a dindmica dos individuos imunes a regiao i:

Ry = (1=b)7mli+ (1 — f)yAu — Z lj;i Ry + ZTRU' — Ry (2.8)
J J
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Os individuos Removidos R;; sao recrutados por individuos infectados I;; e infeciosos A;;
que progridem para a classe removida ou imune a uma taxa de 7l;;, e aqueles que retornam

de visitar diferentes regioes a uma taxa de E rR;;. Eles sao diminuidos devido a quem

J
visita outras regioes na taxa de l;;R;;, morrem devido a doenga na taxa 0[2;; € morrem na-
turalmente a uma taxa de pR;;. Aqueles que progridem para a classe dos removidos, saindo
da classe assintomatica A;; e I;;, com a taxa de vA;; e ml;;. Temos a seguinte equacao que

determina a dinamica dos individuos imunes da regiao j:

Ry =(1—brl;+ (1— f)yAy+ Y LiRj— Y rRi; — pRy (2.9)

j J
Resumindo, temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais que descreve a dindmica do

modelo anterior dado por:

St = Vi = XaSii — puSii + ZTSij — Z 1;iS;i
J J

S;j = =S5 — ZTS»L']' — S + Z LjiSji
j

J

J J

Iz{j = (1 — (l))\QSij —+ Z ljini — ZTI]'Z' — ,u[ij — (5[2] — (1 — b)ﬂ'[@j — bﬂ'[z‘j + f’YAU
; -

J

Al = ahsSii — pAis — 0A; = Y LAy + > 1A+l — (1= f)vAiy — fyAq
j j
Ay = aXoSiy = > rAy + Y LAy — pAy = 04y — frAi; = (1= f)vAy + brly
j j
Ry = (1 =b)wly + (1= f)yAu — Y LiAji+ Y rRi — pRi
j j

Rjy=(1=brly+ (1— f)yAy+ Y LR — Y rRi; — pR;

\ J J

(2.10)

Para calcular o nimero bésico de reproducao Ry do sistema de equagoes do sistema (2.10)
consideramos apenas equacoes dos estados que incluem os individuos infectados.

No nosso modelo, assumimos que as classes susceptiveis e as removidas nao contribuem para

a transmissao do HIV. A tnica classe envolvida na transmissao da doenca é a classe in-

fecciosa. Portanto, escrevemos o sistema que representa os individuos infecciosos em uma
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determinada regiao e aqueles que se deslocam entre essas regioes da seguinte forma:
( [1/1 = (1 - a))‘ZSM + f’VAm - 1 - b m lez i T ZTI’LJ ,U[m - [m —bm Izz
[1{]' = (1 - a))\QS@'j + Z lji[ji - Z?‘[ji — ILLI” — 5[1] — (1 — b)T('Iij — bﬂ'Iij + f")/AZj
J J
J J

A;j = Cl)\gsij — Z TAij =+ Z ljiAji — :LLAU — 6141] — f")/AZ] — (1 — f)’)/AU + bﬂ'[z'j

\ J J

(2.11)
O calculo de Ry pelo operador da matriz da préoxima geragao comega com equagoes do

sistema que envolvem a parte de transmissao que descreve a producao de novas infecgoes

e depois com aquelas que envolvem a parte de transicao, descrevendo mudancas de estado

entre os individuos infectados.

A parte de transmissao é representada por

(1 —a)cSiup Zj Iij

2N
2,51

(1 —a)cS;;Pe ZJ sz
> Aij

aCSiiﬁl
> NVij

A parte de transicao, que descreve mudangas de estado, é obtida a partir de

f/yAzz - 1 - b zz leg[z] + ZT]”LJ ,u-lzz - ]zz — b Izz
Z lﬂ Z ’l"[” ILLIZ] Izj — (1 — b) i bﬂ'[w + f’YAU
_,UAzz - zz Z l]zA]z + Z TAZ_] + bﬂ-Iu - (1 - f)7A11 f7A11

- Z rA; + Z lyzAgz MAzg Aij = frAij — (L= [y Ay + bl
O namero bésico de reprodugao Ry proposto por van den Driesche e Whatmough [48], é

o raio espectral da matriz G = FV . Portanto, Ry = maz[\1, g, ... ]|

Neste caso, o niimero basico de reproducgao nao pode ser escrito explicitamente, pois depende
das taxas de viagem, dos parametros demogréficos e epidémicos.

Portanto, o Ry pode ser calculado numericamente se considerarmos a auséncia de variagoes
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regionais nas equacoes do sistema 2.10, isto ¢, l;; = r = 0, obtemos o seguinte fluxograma e

sistema de equacgoes diferenciais:

Figura 2.2: Fluxograma que representa a propagacao de HIV/SIDA sem a Mobilidade Hu-
mana

c(Bil + BrA)

Onde: \ =
nde N

S'=V—-AS—uS
I'=(1=a)AS+ fyA—(mr+pu+0)I

(2.12)
A'=a S+ brl — (y+pu+9d)A

R=01-brl+(1—-f)yA—pR

O dominio do sistema acima e dado por: IT'={(S,I,A,R): S+ 1+ A+ R >0,5(0) = S >
Onde temos N(t) = S(t) + I(t) + A(t) + R(t)

Antes de comegarmos a analisar o modelo de mobilidade, iremos analisar o sistema de

equacgoes que representam o modelo sem mobilidade. Em seguida, iremos analisar o modelo

com a mobilidade de forma numérica/computacional.
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2.0.2 Analise do Modelo sem a Mobilidade Humana
(S =V —\S - uS

I'=(1—a)AS+ fyA— (m+p+0)I
(2.13)
A'=a)\S+brl — (y+pu+9d)A

R=00-brl+(1-f)yA—puR

\
O dominio do sistema acima e dado por: ' = {(S,I,A,R): S+ 1+ A+ R >0,5(0) = S >
0;1(0) = I > 0; A(0) = Ay > 0; R(0) = Ry > 0; N(0) = Ny > 0}

Onde temos N(t) = S(t) + I(t) + A(t) + R(t)

Derivando o N e usando as equagoes (2.3) obtemos as N' =V — uN — 6(I + A)

Resolvendo obtemos

N(tF)=e ™ / eV —6(I+ A)dt = % - e_”t/ [6(1 + A)e'] dt (2.14)

v
e quanto t — oo temos N(t) — —

1
Teorema 2.0.2.1 Existe um dominio I no qual a solugao do sistema dado por {S,I, A, R}

estd controlada e limitada.

Solugao controlada refere-se a uma solugao do sistema que atende a certas restricoes ou
condigoes especificas que garantem que o comportamento das variaveis do modelo seja bem

definido e permanecem dentro de um dominio I'.

Demonstracao 2.0.1 Consideremos a solugao do sistema (2.13) dada por (S,I, A, R) com
condigées iniciais nao-negativas. Definimos a funcio N : R* — R dada por
NS, I,A,R)=S+1+A+R,
onde a del"wada de N em relacao ao tempo € dada por
dx;

N/<t): E’ iEiG{S,I,A,R}
i—1

donde temos N' =V — uN — §(I + A), e usando o resultado encontrado em (2.14) ,
1%
obtemos N(t) — —. Portanto o modelo descrito pelas equagoes (2.13) estd definida no

conjunto positivamente invariante
4 V
=4S, [,AR)eRL:0<S+I+A+R<Ny=— (2.15)
!

Teorema 2.0.2.2 As solugées (S,1,A,J) do sistema (2.13) no dominio I' em condi¢des

miciais nao negativas, permanecem nao negativas em I' para todo o tempo t > 0.

Demonstragao 2.0.2 Provemos agora por contradi¢ao que S(t) > 0 para todo t > 0. Seja
algum t > 0 tal que S(t*) = 0 e S'(t*) < 0 e N, I, AR > 0 para 0 < t < t*. FEn-
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tao da primeira equagdo do sistema temos: S'(t*) = V — AS(t*) — pS(t*) < S'(t*) =

V- cS(t*)ﬂlI(t ])V—é_t"igA(t ) _ pS(t*) =V >0 o que contradiz que S(t*) = 0, logo S(t) > 0.

De modo andlogo podemos provar que N(t) > 0 para todot > 0. Seja algum t > 0 tal que
Nt )=0eN'({t*)<0eS,I,A,R> 0 para 0 <t < t". Entdo da ultima equagio do sistema
temos: N'(t*) =V —uN(t*)—0[I(t*)+ A(t*)] <= N(t*) = Noe " / e[V —6(1 + A)]dt >
0, visto que o V —06(I + A) > 0 <=V > 6(I + A) o que contradiz a suposicio de que
N(t*) =0, logo N(t) > 0.

Provemos também por redugao ao absurdo que A(t) > 0 para todo t > 0. Suponhamos
algum t* > 0 tal que A(t*) =0 e que A(t) > 0 para 0 < t < t*.
Consideremos a equagdao, R'(t) = (1 —b)rl + (1 — f)yA — uR(t) < R/(t) + pR(t) =
(1 =b)mI(t) + (1 = f)vA(t)

*

ReM = / H((1=b)mI+(1—f)yA)dt <= R = Roe“t/
0 0

xT

* e ((1=b)mI+(1—f)yA)dt > 0

Logo, R(t) > 0 e analogamente, sequindo o mesmo raciocinio obtemos I(t) > 0, A(t) > 0,

provando assim a existéncia de solu¢oes positivas.

2.0.3 Ponto de Equilibrio Livre da Doenca

Pontos de equilibrio livre da doenga seréa obtido resolvendo o sistema (2.13) tendo em conta
que as derivadas assim como as variaveis I = A = R = 0, isso significa que nao existem

doenga, ou seja:
S'=V-ANS—uS=0
I'=(1—-a)AS+ fyA—(r+p+6)I=0

(2.16)
A'=a\S+brl — (y+pu+6)A=0

R=0-brl+(1—-f)yA—puR=0

\

Resolvendo obtemos os seguinte pontos Fy = (—,0,0,0)
1

2.0.4 Numero reprodutivo basico (Ry)

Definigao 2.0.4.1 R, ¢é definida como sendo o nimero de infeccoes secunddria que um

tnico caso poderia produzir em uma popula¢iao completamente susceptivel [44].

O nidmero béasico de reprodugao ¢ um termo matemaético usado em epidemiologia para

indicar quao contagiosa ¢ uma doencga infecciosa, indicando o ntimero médio de novas in-
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fecgoes que uma pessoa infectada tende a transmitir durante o seu periodo de infeciosidade

numa populagao totalmente susceptivel.

O parametro adimensional Ry, que determina a dindmica do modelo, diz se a doenca vai
espalhar-se ou nao na populacao. Ry < 1 significa que um individuo é capaz de infetar, em
média, menos que um individuo e, neste caso, a doenca se extingue. Se, por outro lado,
Ry > 1, um infectado transmite a doenga, em média, para mais de um individuo susceptivel.

Neste caso, a doenga permanece endémica na populagao [33].

O parametro Rq pode ser determinado de vérias maneiras, entre elas usaremos a definicao
do Ry. Podemos calcular o Ry como sendo a probabilidade que um infectado tem de passar
a doenga por unidade de tempo multiplicado pelo tempo de infeciosidade [§|.

Ry =(taxa de contacto) x (Probabilidade de infecgao) x (tempo médio de infec-
¢ao).

A probabilidade por unidade de tempo referido na formula acima, corresponde a parte
positiva das equagoes I’ e A" (tempo de interagao) uma vez que se refere & probabilidade de
cada infeccioso.

Tempo médio de infeciosidade é o inverso do modulo do quociente do termo negativo que

multiplica I e A nas equagoes dos infectados sintométicos e assintomaticos do sistema 2.16.

(1 —a)ch n acf

1° Caso: Ry =
aso: Ry Py R ST
ou
20 Caso: Ryy = (1 —a)chi(p+0+7) +acbify | acBa(m + 64 p) + (1 — a)cfamb

(H+0+y)(p+m+0)— fory — (p+d+y)(n+7m+7) — foym

Demonstracao 2.0.3 1° Caso: Para f = b = 0, isto €, sem individuos progredindo para

os infetados sintomdticos e ou para assintomdticos entao o sistema serd dado por:

S =V —-AS—puS=0
I'=(1-aAS+ fyA—(r+p+0) =0

A'=a\S+brl — (y+pu+6)A=0

R=0Q-brl+(1—-f)yA—uR=0

c(Bil + BA)

de: A\ =
Onde N
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Pela definicao do Ry temos que, os termos que multiplicam com as varidveis I e A sao

(m+p+7y)e@+nty).

Assim, multiplicando a probabilidade por unidade de tempo de infeciosidade, teremos
um termo adimensional, levando em considera¢iao que, [(1 — a)eBi] = [t]; [acBs] = [t]
(1 —a)ch acBy

T+o+pu  p+o+vy
¢ adimensional,logo, podemos dizer que o pardmetro adimensional, nimero reprodutivo

w+m+8 =" elu+d+q] =[t]", temos que, a expressio

bdsico da doenca, Ry serd dado por:

(1 —a)chy i acfs
T+o+p  p+do+ry
Demonstragao 2.0.4 2° Caso: Para f # 0 e b # 0, isto é, com individuos progredindo

Roy = (2.17)

para os infectados sintomdticos e ou para assintomdticos que quer dizer que o niumero de

novas infecoes serd duplicado, entao o sistema serd dado por:

S =V —AS—uS=0

I'=(1—-a)AS+ fyA—(n+p+6)I=0
(2.18)
A'=a\S+brl — (y+pu+6)A=0

R=(0-brl+(1—f)yA—uR=0

Pela definicao do Ry temos que, os termos que multiplica com as varidveis I e A sao
(m+p+)(p+m+7) = foym e (m+p+y)(p+7+7) = foym.
Assim, multiplicando a probabilidade por unidade de tempo de infeciosidade, teremos um
termo adimensional, levando em considera¢ao que, , [(1 — a)eBi] = [t]; [acfs] = [t] e

[(m+pu+)(p+7+7) — foyr] = [t]! temos que a expressio:

(1—a)eBi(p+0+7)+achify | acfe(m+ 6+ p) + (1 — a)cfBamd

(H+do+7)(p+m+0)— fory  (p+do+7)(u+m+7) — foym
podemos dizer que o pardmetro adimensional, nimero reprodutivo bdsico da doenga, Ry serd

€ adimensional, logo,

dado por:

o — (1 —a)eBi(p—+047) +achfry N acfay(m+ 0+ p) + (1 — a)cfamd (2.19)

(h+0+)(p+m+06) = fomy — (p+d+9)(p+7+7)— foym
Visto que Ry pela defini¢ao deve ser positivo entdo, temos que (u+d+7)(u+m+7)— foyr #0

e(p+d6+v)(u+m+v) — foyr > 0 portanto, assumimos que o denominador é positivo e

diferente de zero.
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2.0.5 Interpretacao Biolégica do Ry

Para melhor interpretagao biologica do niimero bésico de reprodugao R, reescrevemos a ex-

pressao na seguinte forma: Ry = R, + R, porque se for negativo nao teremos o numero de

novas infecgoes.

Onde:
_ (1 —a)ch
Pon+d+p
_achy
T op+d+y

e 17,: Representa o nimero de novos casos causado pelo contacto de um infectado sinto-

matico e um susceptivel;

e 1?,: Representa o ntimero de novos casos causado pelo contacto de um infectado assin-

tomatico e um e um susceptivel;
: é o tempo pelo qual as pessoas permanecem infecciosos e sintomaticos;

.—
T+o+p

e — ¢ o tempo pelo qual as pessoas permanecem infecciosos e assintomaticos;

4o+
e (3. ¢ a probabilidade ou taxa de contacto de susceptiveis e infectados sintoméaticos;
e (3, é a probabilidade ou taxa de contacto de susceptiveis e infectado assintomatico;
e c: ¢ um namero médio de parceiros sexuais;

e a: ¢ fraccao de novos casos que progride para o estagio dos assintomaticos;

e 1 — a: é fraccao dos novos casos que progride para sintomaticos.

2.0.6 Interpretacao Biolbégica do Ry

Para melhor interpretacao biolégica do niimero basico de reprodugao Ry reescrevemos a ex-

pressao na seguinte forma:

Roy = Ry + R,
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Onde:

g (1 —a)cBi(p+ 0+ )+ acBrfy
P+ 04+ y) (e +m+6) — fory
- acPe(m+ 0 + p) + (1 — a)cfamb
To(pH o) (et T y) = foyr

e R;: Representa o nimero de novos casos de infec¢ao causado pelo contacto de um

infectado sintomético com um susceptiveis;

e Ry Representa o nimero de novos casos de infec¢ao causado pelo contacto de um

infectado assintomatico com um susceptiveis;

w0+

[ J
(H+0+7)(p+m+0) — fory
infeccioso sintomatico durante o periodo de tempo que ele permanece no I;

: é o tempo médio de novas infecgoes geradas por um

il

[ ]
(4 0+7)(p+m+0) — fory
a classe dos sintomaético;

: é o tempo pelo qual as pessoas levam para se progredir

T+0+u

[ J
(H+0+7)(p+m+0) — fory
assintomatico durante o periodo de tempo que ele permanece no A;

: € 0 tempo de novas infecgoes geradas por um infeccioso

b

[ ]
(L4 0+7)(p+m+0) — fory
a classe dos assintomaticos;

: é o tempo pelo qual as pessoas levam para se progredir

2.0.7 Ponto de Equilibrio endémico da Doencga

Quando a doenga ja tiver se espalhado na populagao, o ponto de equilibrio E* = (S*, [*, A*, R¥)

do sistema descrito pelas equagoes do modelo obtém-se resolvendo o sistema, isto é:
(S =V - AS—uS=0
I'=(1—-a)AS+ fyA—(r+pu+6)I1=0

(2.20)
A'=a\S+brl — (y+pu+6)A=0

| B =Q0-brl+(1—f)yR—pR=0

Onde: )\ = —C(ﬁll; B24)
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1? Caso: Resolvendo o sistema para f = b = 0 teremos os seguintes pontos de equilibrios:

o alp+o+m) (2.21)
(1—a)(0+v+p)
p(l—a)(6+p+7)
(p+o+m)(u+d+7)
S* = N* 2.23
Bl = @)+ 8+ ) F achn T a ) (223)
(1 —a)ch 4 acfBa
1 a4+d+p ptotny 1 Ry . N7
5 N R TR i
. N~
Portanto S* pode ser escrito como: S* =
Ro
|72 a(p+6+m)
N*=———[1+ * 2.24
1 u[ (1—a)(5+7+u)] (2.24)
2° Caso: Resolvendo o sistema para f # 0 e b # 0 teremos os seguintes pontos de equi-
librios:
4 — alp+d+m) +br(l—a) , (2.25)
(1—a)(0+~+p) +afy
o A=)l —a)(d+pt+y)+afyl+ A - fyla(r+d+p) +or(l—a)l .,
R* = I (2.26)
pll=a)0+p+7) +afy

g = A d+m[A—a)(utd+9)+ fy] = frla(m+7+p) +br(l - a)] (2.27)
1—a)eA[(1 —a)(p+0+7) +afy] +ach((m + v+ p) + b (1 — a)|N* ‘

(I —a)eBi(pn+d+7)+ach fvy

acfao(m+ 6+ p) + (1 — a)cfomd
I (p+d+y)ut+a+9d) = fomy — (u+0+y)(p+m+7) = foym . N
— = = 5" =
S* N* v Ry
Portanto S* pode ser escrito como: S*
Ro
|2 alp+0+m) +br(l —a)
N* = ———[1+ * 2.28
PR B e s (2:28)

Portanto, os pontos de equilibrio serao dados por: E*

(S*, I", A", R")
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2.0.8 Anailise de Estabilidade do ponto de equilibrio livre da doenga

Seja dado o seguinte sistema a baixo:

S'=V —A\S — uS

I'=(1-a)AS+ fyA—(mn+pu+0)I
(2.29)
A'=a S+ brl — (y+pu+9d)A

R=0-brl+(1-f)yR—puR

No estudo da estabilidade, usaremos o critério de Routh-Hurwitz para verificar a estabi-
lidade local do ponto do equilibrio livre da doenca e usaremos o método da matriz teorético

[40] para achar uma fungao de Lyapunov e verificar a estabilidade global.

Vimos que o ponto de equilibrio livre da doenga do sistema (2.29) é dado por: Ey =

v
(—, 0,0, O). Calculemos a matriz jacobiana do sistema (2.29):
1

—H —cp —cfa 0
0 0 acfy + br afoc— (0 +pu+7v) 0 .
0 (1—b)m (L= f)y —p

Teorema 2.0.8.1 Se Ry < 1, o ponto de equilibrio livre da doenca Eq € localmente assinto-

ticamente estdvel, se Ry > 1 o ponto de equilibrio livre de doenga € instdvel, [17].

Demonstracao 2.0.5 Para a andlise da estabilidade do sistema (2.29) faremos a lineari-

za¢ao, por meio da matriz jacobiana, que € dada por:

—H —cf —cf3 0
J(Ey) 0 (I—-a)hi—(m+p+d) (Q—a)bo+fy 0 (2.31)
0 acfy + br afoc— (6+pu+vy) O
0 (1="b)m (L= f)y —p

Vamos calcular o determinante e a equacao carateristica do sistema:
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_,u —Cﬂl —Cﬁg 0
1— — 1—
acfy + bw afoc — (0 +pu+7v) 0
(1=b) (L= f)y —p
D@t(J) = (/\ —f- M)Q[/\2 — (a22 —I— CL33)/\ —f- a29033 — a32a23] = O (233)
Alg = —H
Onde:

age = (1 —a)efy — (m+ p+9)
azy = afBoc — (6 + p+7)

azs = acPi + br

a3 = (L —a)cBe +f

Usando o lema 1.0.4.1, o polindmio acima terd parte positiva se: —(agy + azz) > 0 e

22033 — G32093 > 0 substituindo os valor de a;; nas desigualdade acima teremos que:

(1= a)eBi (i +3+7) +acBify _ ach(r + 6+ p)+ (1 — a)chamb

<1 2.34
(n+0+N)(p+m+06) = fory  (n+0+7)(p+m+7) = foym (234
ROQ <1
Considerando f = b= 0 teremos o sequndo caso do Ry; < 1 , isto é:
1
A=ajch | ach 4 (2.35)

T+o+pu  p+o+vy
.'.R01<1

logo o sistema (2.29) terd todos auto-valores reais e negativos se Ry < 1, assim fica pro-

vado o Teorema.

Esta proposi¢ao garante-nos uma estabilidade local do ponto de equilibrio livre da doenga,

temos que o ponto livre do modelo € estdvel para Ry < 1 e € instdvel se Ry > 1.
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2.0.9 Anailise de Estabilidade do ponto de equilibrio endémico da

doenca

Proposicao 2.0.9.1 O ponto de equilibrio endémico é Globalmente assimptoticamente es-

tavel.

Demonstracao 2.0.6 Usando o método directo de Lyapunov, consideremos a funcao L :
A 2

C

R* — R definida por L = B) [Z(a: — ;)

=1

, C >0,

para x; € {S*, 1", A", R*}
4

A derivada total de L em relagdo at e dada por L' = C [Z(w — ;)

=1

4 4
Sendo que 0 _ N'(t) dai teremos L' = C Z(w —x;)| N'(t), C >0
i=1 dt i=1
. du, Voo
Como N'=V — uN —6(I + A), Z “=N@t)< — e Y x;=N*(t), podemos escrever
= dt T
V V
v <c(vo-) (L-vw)
(t) O=2 )\ (1)

Sabendo que para todo t > 0, N(t) < Ny(t), temos que L' < 0 para t — +oo. Ademais,
L>0elL <0 sesomente se x; = x;, ou seja, S(t) = Sy, I(t) = I, A(t) = A e R(t) = R},.
Desta forma, L € uma fun¢ao de Lyapunov e ||L(z)|| — +oo quando ||x|] — +o0.

Portanto, pelo método directo de Lyapunov [25] o ponto de equilibrio endémico é Global-

mente Assimptoticamente Fstdvel.

2.0.10 Existéncia de Bifurcacao

Uma bifurcac¢ao num sistema dindmico é uma mudanca na natureza de um ponto fixo, devido

a mudanca de um parametro do sistema [46].

A matriz jacobiana J(FEy, 57) calculada no ponto livre de doenga Ey com f; = (] para
ocorrer Ry = 1 ¢ a mesma matriz J(Ey) apresentada através do sistema (2.32).
Onde,
(u+d+7)(w+m+6) — fory — [acBa(m 4+ 6 + p) + (1 — a)cPomh

b= 5 = (I —a)e(p+9d+7)+acfy (2.36)

com componentes do Ry definido em (2.19), onde /7 é escolhido arbitrariamente como o
parametro de bifurcacao para ocorrer Ry = 1.

Ao analisarmos a estabilidade do equilibrio livre da doenga, vimos que esta matriz tem como
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polinémio caracteristico
)\2
P(A) = asass (5 + M)Q [ _ (az2 + CL33))\ + (22033 1] (2.37)
32023 32023 Q32023
isto é,
A2 +
PON) = agading (5 + p1)? { _(andtagy), g 1] (2.38)
a32023 Q32023

e que para Ry = 1 tem um autovalor nulo e todos os restantes tem a parte real negativa,

pois para Ry = 1,

(2.39)

p(A) = azpas3(d + p)? [ X _ (et aw) )\}
32023 32023
¢ um polinémio de Hurwitz segundo a analise de estabilidade do ponto de equilibrio livre
da doenga vista na secgao anterior. Cumprindo assim com a primeira suposi¢ao do teorema
(1.0.4.3) da variedade central encontrada na revisao da literatura.
Agora, determinemos um autovector direito associado ao autovalor zero da matriz J(FEy, 57)
ou da matriz J(Ey) quando Ry = 1. Seja este vector v = (vy, v2, v3,v4). Obtemos o vector v

resolvendo o sistema J(Ey, 3}).v" = 0.

—l 0 0 0 U1 0
0 - ) 0 0
J(Eo, 10" = ruvo) I 2| = (2.40)
0 b —(5 +u+ ’}/) 0 U3 0
0 (-br  (A-fr —p) ] |0
e obtemos F (1 by s -7
g —b)my -
= |0, ———w;3, v3, 2.41
R AT A (u(#+ﬂ+5)+ T )w’] (24D)

Agora seja a matriz transposta de J(Ep, f7) ou da matriz J(Ey) quando Ry = 1. Ache-
mos o autovector esquerdo associado ao autovalor zero, seja este vector u = (uy, ug, ug, uyg),
obtemos-o resolvendo o sistema de equacdes (considerando que Ry = 1), isto é, v’ -J(Ey, 8}) =
J(Ey, 1) wT = 0.

— 0 0 0 Uy 0

J(Ey BT i = 0 —(m+p+9) fv 0 2| _ 0 (2.42)
br —((5 +p+ ’7) 0 us 0
0 (A=br I=fly —»n U 0

b
Resolvendo obtemos: u = (0, —Wu;;, us, 0) ouu= (0, Ug, Luz, O)
wH+mT+0 pAy+9

Tomemos as fungdes fi (k =1, ...,4) que correspondem ao membro direito das equagdes do

modelo em estudo, isto é,
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fi=V —=AS—usS, fa=Q—a)AS+ fyJ —(m+p+9)1
fs=a\S +brl — (y+p+0)J, fa=Q =0l + (1— f)yJ — pA e determinemos
os valores de
X = Z ukvzv]a Eo,ﬂl) (2.43)
ki, j=1
¢ 2
0" fi
Y = URV; Ey, 2.44
kzz:l k kaﬁl( 0 61) ( )
e Para k = 1,4 temos que v; = v, = 0 e entao:
0 fi 0 fi
1 E, ) 0 ) i oo E 5 =0
Uk Vs Uga o j( 0, 1) = Ugv axkﬁﬁl( 0, 51)
Entao, calculamos apenas para k = 2,3 obtemos
b
xo_ e [(1—@)—7T+
7 wHmT+0
(u+6+y)(u+m+0) — fory — (acBe(m + 0 + p) + (1 — a)cBamh) VU3
x by —248
(1 —a)e(p+d+7)+acfy p+m+9
(2.45)
frybm
Y =(1- —_— 2.46
( a)c><<ﬂ+7r+5)2><v3xu3 (2.46)
Pelo teorema da variedade central, os vectores v, u devem satisfazer a condi¢ao v xu = 1,
)
ou seja, vz = prmto considerando o vector u = ( 0, usg, —Wuz, O> teremos v3 = 1
by Ay +9
(p+m+6)(n+d+7)
ou ug =
fy2u+204+~v+m)

Entao temos sempre Y > 0 e a estabilidade do ponto endémico e/ou a existéncia de

bifurcacao retardada em Ry = 1 ficam condicionadas ao sinal de X desde que

(u+0+7)(u+7+0)— fory — (acfa(m+d + p) + (1 — a)cPamd)
(1—a)e(p+0+7)+acfy

+ 06, <0 (2.47)

Logo, pelas alineas (i) e (iv) do teorema 1.0.4.3 da variedade central [15], estabelecemos

os seguintes resultados:

Proposigao 2.0.10.1 No sistema de equagoes (2.29), para Ry = 1 temos:

(u+6+y)(u+m+0) — fory — (acBe(m + 8 + p) + (1 — a)cBamh)

a) Se
) (1—a)e(p+d+7)+acfy
ocorre uma bifurcacao retardada.

+ [y < 0, entao

j 3+ 7) (14 7+ 8) = fomy — (acBa(m + 3 + 1) + (1 — a)cBymd)

(
b) Se
) (1—a)c(p+d+7)+acfy
ocorre uma bifurcacao para frente.

+ 5 > 0, entao
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Proposicao 2.0.10.2

(u+6+7)(u+m+0)— fory — (acBe(m + 0 + p) + (1 — a)cBamh)

a) Se
) (1—a)e(p+d+7)+acfy
entao, existe um equilibrio que é ponto de sela, que se bifurca em dois equilibrios, isto é,

+ 0y <0e Ry <1,

uma bifurcacao retardada no equilibrio livre da doenca e um ponto de equilibrio endémico

que ¢é assintoticamente estavel;

(u+ 0+ (u+m+0) — fory — (acBe(m + 8 + p) + (1 — a)cBamh)

b) Se
) (1 —a)e(p+3d+7) +acfy
1, Entao, também existe um equilibrio que é ponto de sela, que se bifurca em dois equilibrios,

+06y, >0e Ry >

isto é, uma bifurcagao para frente no equilibrio nao livre da doenca, e um ponto de equilibrio

endémico é assintoticamente estavel.

Observagao 2.0.10.1 Na aliena (a) de ambos resultados acima nos informam, biologica-
mente, que a FEstratégia de reduzir o nimero de novas infeccoes causadas por um individuo

infectado para menor que unidade nao € suficiente para erradicarmos a doenca.

A existéncia de uma bifurcacao retardada ocorre quando Ry < 1, que epidemiologica-
mente significa que, reduzir o valor de Ry para ser menor do que uma unidade nao sera

suficiente para eliminar a doenga da populagao (|46], [15]).
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Capitulo 3
Analise Numeérica

Neste capitulo, faremos as analises numéricas do modelo sem mobilidade e com mobilidade
com o objectivo de estender os resultados analiticos do nosso modelo.

Para a codificagao e plotagem das figuras abaixo, foram utilizados o Spyder (Python 3)
e o Jupyter Notebook, usando o método numérico de Runge-Kutta RK4 e as fungoes ode45b
e odeint em Python, respectivamente. Apresentamos os resultados gréaficos, tomando como

base os valores da Tabela 3.1, estimados a seguir para modelo sem mobilidade.

Primeiro no Python, escrevemos as equagoes diferenciais que descrevem a propagacao da
doenga, incluindo os termos que representam a movimentagao de individuos entre diferen-
tes regioes ou populacoes. Para o nosso caso, os termos que descrevem a movimentacao de
individuos de uma regido para outra sao representados por [;; (taxa de saida) e r (taxa de re-
torno). Esses dois termos representam a dinamica da mobilidade, permitindo-nos identificar

todos aqueles que se deslocaram para uma regiao e os que retornaram a sua regiao de origem.

Usando as bibliotecas ja existentes no Python, os comandos import numpy as np, from
scipy.integrate import odeint, e import matplotlib.pyplot as plt sao utilizados
para importar bibliotecas essenciais para o desenvolvimento de modelos matematicos e a
analise de dados em Python. O NumPy (import numpy as np) é uma biblioteca fundamental
para computacao cientifica em Python, oferecendo suporte para arrays e matrizes multidi-
mensionais, além de uma ampla gama de funcoes matematicas para operagoes com esses
arrays, facilitando o calculo numérico. O SciPy (from scipy.integrate import odeint)
complementa o NumPy e fornece funcionalidades adicionais para calculos cientificos; a fungao
odeint do modulo integrate é usada para resolver equagoes diferenciais ordinarias (ODEs),
permitindo a modelagem de sistemas dinamicos e a simulacao de modelos matemaéticos. Jé a
Matplotlib (import matplotlib.pyplot as plt) é uma biblioteca para a criacdo de gra-
ficos e visualizacoes em Python; o médulo pyplot oferece uma interface de estilo de comando
que facilita a configuracao e a exibicao de gréficos, tornando a visualizacao dos resultados

de modelos e dados mais acessivel. Os termos [;; e r foram definidos no Spyder pela funcao
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r*np.sum(np.take(y, j)) para criar um conjunto de valores de saida e retorno em cada
compartimento. Se considerarmos [;; = 0, estarfamos simulando a situac¢ao sem mobilidade,

pois nao haveria saida nem retorno de pessoas.

Portanto, precisamos simular para /;; = 0 sem mobilidade e com [;; # 0 com mobilidade,

onde no mesmo sistema sao apresentadas as duas curvas para visualizagao.

Utilizando os dados da populacao de cada provincia presentes na tabela 6.1, realizamos
a simulagao do modelo de radiagao com auxilio da biblioteca Python Scikit-mobility, con-
forme desenvolvida no trabalho de Pappalardo et al. [35]. Com essa simulagao, obtivemos os
fluxos diarios de deslocamento em todo o pais conforme o Tizzoni et al. [47|, apresentados
na tabela 6.6.

O modelo de radiagdo mencionado foi desenvolvido no trabalho de Simini et al. [45], e

sua formula original é expressa pela equacao

N;N;
Py=P, :
(N; + Kij)(N; + N; + K3j)

onde N; é o nimero da populagao na provincia de partida ¢, IN; ¢ o nimero da populagao
na provincia de destino j, K;; é a populacao total ao redor da regiao ¢ que corresponde a
distancia entre as provincias ¢ e j mas excluindo a populacao de origem e destino, e por

altimo Z P;; = P; ¢ o ntimero total de individuos que viajam a partir do local 7 e para a
JFi
determinagdo da matriz de transigao foi usada a equagao (1.14).

Ap6s o calculo do fluxo didrio e da matriz de transicao, obtemos as tabelas em anexo. A

Tabela 6.6 representa o fluxo diario e a Tabela 6.7 representa a matriz de transicao.

3.0.1 Estimacao de parametros

Para a estimacao dos parametros, a expectativa de vida de um individuo infectado pelo
HIV/SIDA é de cerca de 8 anos, entdao a taxa de mortalidade induzida pela doenga é de
d = 0.125 por ano, conforme obtido em [24]. A expectativa de vida em Mogambique é de
56 anos, segundo o Instituto Nacional de Estatistica no inquérito demografico e de satude de
2022 [4].

Os individuos com praticas sexuais activas comecam aos 15 anos de idade, entao o tempo
de vida serd de 41 anos e a taxa de mortalidade natural p é aproximadamente p = 0.0243

por ano.
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O namero médio de parceiros sexuais ou contactos sexuais (¢) ¢ de 10 por ano [36]. Isso
estda de acordo com o facto de que individuos que se deslocam para uma das provincias te-

nham pelo menos um(a) parceiro(a) sexual durante a sua viagem.

Para estimar as taxas de contacto (3 e (5, usamos as taxas de incidéncia de infeccao
por HIV em Mogambique. A incidéncia anual de HIV entre adultos (15 anos ou mais) em
Mogambique foi de 0.43%, o que corresponde a (f; = 0.0043), e assumimos que a taxa de
contacto directo (8; = 0.00273) por ano.

A prevaléncia de HIV entre adultos em Mocambique foi de 12.5%, o que corresponde a
aproximadamente 2 097 000 adultos vivendo com HIV. A prevaléncia de HIV foi maior entre
mulheres (15.0%) do que entre homens (9.5%) [23].

Outros parametros sao: a = 0.99; b = 0.2; f = 0.3; v = 0.2; 7 = 0.03; pu = 0.0243;
0 = 0.125. A populagao inicial foi assumida com base nos casos activos estimados pelo
Ministério de Saide [23]: 2 097 000 adultos vivendo com HIV/SIDA em Mogambique, dos
quais 97 000 apresentavam sintomas graves e 2 000 000 nao apresentavam sintomas graves,
ou seja, 1(0) =97 000 e A(0) = 2 000 000, R(0) = 200 e S(0) = 31 616 000.

Com base nos dados acima, podemos estimar o valor de V' considerando a equagao 2.24,
que corresponde ao ponto de equilibrio endémico. Substituindo os dados e isolando a variavel
V', obtemos seu valor aproximado de V' = 820 239, que corresponde ao niimero de individuos

recrutados a fase sexualmente activa.

3.0.2 Analise de Sensibilidade

Para decidir a melhor forma de reduzir a incidéncia da doenca, é importante conhecer os
factores que contribuem para a transmissao e prevaléncia da doenca. Como grande parte
dos parametros usados é medida, a incerteza em relacao a esses é evidente e inevitavel. Dai
surge a necessidade de analisarmos a sensibilidade deles, uma maneira de determinarmos
quais parametros sao mais sensiveis ao ponto de alterar o comportamento qualitativo das

solucoes do modelo.

Indices de sensibilidade para R,

Vi ) . , L1 - : .

Como vimos, o Ry pode ser entendido como o niimero médio de casos secundérios de infeccao

por um tunico individuo infeccioso introduzido numa populagao completamente susceptivel.

Esse pardmetro importante mede a transmissao inicial da doenca. Agora, vamos analisar
)

quais parametros sao mais sensiveis ao ponto de mudar o comportamento qualitativo das
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solugoes do modelo em estudo, conforme discutido por [9].

De maneira geral, os indices de sensibilidade calculados em relagao aos parametros, como
nimero de contactos sexuais por unidade de tempo, taxas de recrutamento, probabilidade
de um assintomatico infectar um susceptivel e probabilidade de um sintomético infectar um
susceptivel, nao dependem do valor atribuido a esses parametros. Isso sugere uma atencgao
especial a esses parametros, ja que o indice de sensibilidade refere-se a eles mesmos e nao ao

valor atribuido.

Por outro lado, podemos agrupar esses indices em trés categorias: (i) categoria de médio
impacto, cujos indices de sensibilidade s@o iguais a 1; (ii) categoria de alto impacto, cujos
indices de sensibilidade sdo maiores que 1; e (iii) categoria de baixo impacto, cujos indices
de sensibilidade sd@o menores que 1. Assim, tomando as equagoes (2.17) e (2.19) para aplicar
a definicao 1.8, obtemos as expressoes encontradas na sec¢ao 5.0.1 do Apéndice e os valores

estao representados nas tabela 3.1 e 3.2.

Tabela de indices de sensibilidade para Ry

Tabela de valores dos parametros e Indices de Sensibilidade
Parametros|| Grandeza  Vecto- | Valores | Indice de Sensibilidade | Referéncias
rial
c Ano™? 10 1 [36]
51 Humanos x Ano~! | 0.00273 | 0.00633 Estimado
B Humanos x Ano™* | 0.0043 | 0.9876 [23]
a Humanos x Ano™" | 0.99 —0.233815 [13]
s Humanos x Ano™' | 0.03 —0.002064 [13]
§ Ano™! 0.125 —0.3717 Estimado
1 Ano™! 0.02433 | —0.000019 Estimado
Y Humanos x Ano™* | 0.2 —0.5801 [36]

Tabela 3.1: Valores dos parametros e indices de sensibilidade.

3.0.3 Interpretacao da analise de sensibilidade para cada parametro

do modelo em relagao ao Ry

e Observamos que ' = 1 ¢ positivo. Isto significa que, se aumentarmos 50% da taxa de
contacto, o nimero de novas infec¢goes aumentara 1.49%. Em outras palavras, um aumento
de 50% na taxa de contacto resultard em um aumento de 1.49% no Ry;.

Desta anéalise, podemos identificar os parametros que apresentam possibilidades tedricas de
controle. Sendo ¢ um parametro de médio impacto proporcional ao Ry, esperamos, obvia-
mente, que o Ry diminua ou aumente com a diminui¢ao ou aumento da taxa de contactos

sexuais.
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e Observamos que Fgl‘” = 0.00633 ¢ positivo. Isso significa que, se aumentarmos 1% da
taxa de transmissao da infec¢ao, o nimero de novas infec¢oes aumentara 0.0063933%. Em
outras palavras, um aumento de 1% na taxa de transmissao resultard em um aumento de

0.0063933% no Ry;. O mesmo padrao se aplica ao 35, onde teremos um aumento de 0.9975%.

Para os parametros de baixo impacto, podemos considerar £y, (s, a, i, 7, 6, m. Se au-
mentarmos as taxas v e 7, as taxas de transferéncias para a classe dos imunes diminuirao
consideravelmente o nimero reprodutivo. Por outro lado, se também considerarmos aumen-
tar ou diminuir as probabilidades 3; e 3, podemos diminuir ou aumentar significativamente
o namero reprodutivo. Através de campanhas de sensibilizacao e adesao ao uso de pre-
servativos, testagem do HIV e adesao ao tratamento de individuos seropositivos, podemos
contribuir significativamente para a reducao da incidéncia da doenca.

O grafico a seguir mostra como os indices de sensibilidade da tabela 3.1 variam.

indices de 5 bilidade dos Paré

—— T T T T T

05

[]

indice de Sensibildade
-

05

Parametros

Figura 3.1: indices de sensibilidade de todos os parametros

Como podemos observar na figura 3.1, o parametro v, que influencia os individuos a
aderir a classe dos Removidos, contribui significativamente para o declinio da prevaléncia
do HIV. Isso porque partimos do pressuposto de que todos os individuos que pertencem a
classe dos removidos nao contribuem mais para a transmissao da doenga. Quanto maior for

o nimero de removidos, menor sera a prevaléncia da doenga.
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Tabela de indices de sensibilidade para Ry,

Tabela de valores dos parametros e Indices de Sensibilidade
Parametros || Grandeza  Vecto- | Valores | Indice de Sensibilidade | Referéncias
rial
c Ano™? 10 1 [36]
o3 Humanos x Ano~ ' | 0.00273 | 0.1836 Estimado
Bo Humanos x Ano!' | 0.0043 | 0.8152 [23]
a Humanos x Ano~' | 0.99 —0.03738 [13]
T Humanos x Ano™' | 0.03 —0.3901 [13]
§ Ano™! 0.125 —0.8063 Estimado
U Ano™! 0.02433 | 0.1489 Estimado
v Humanos x Ano™' | 0.2 0.7469 [36]
f Humanos x Ano™' | 0.3 0.0230 [13]
b Humanos x Ano™' | 0.2 0.014 [13]

Tabela 3.2: Valores dos parametros e indices de sensibilidade.

3.0.4 Interpretacao da analise de sensibilidade para cada parametro

do modelo em relagcao ao Ry

e Observamos que '/ ¢ positivo. Isto significa que, se aumentarmos 50% da taxa de
contacto, o nimero de novas infec¢coes aumentara 1.49%. Em outras palavras, um aumento
de 50% na taxa de contacto resultard num aumento de 1.49% no Ros.

Assim, usando a mesma interpretacao usada para Ry, podemos identificar os parame-
tros que apresentam possibilidades tedricas de controle. Como ¢ é um parametro de médio
impacto proporcional ao Rys, esperamos, obviamente, que o Ry diminua ou aumente com a

diminui¢ao ou aumento da taxa de contactos sexuais.

e Observamos que Fglm ¢ positivo. Isto significa que, se aumentarmos 1% da taxa de
transmissao da infeccao, o nimero de novas infecgoes aumentara 0.0027573%. Em outras
palavras, um aumento de 1% na taxa de transmissao resultard num aumento de 0.055146%

no Ryy. O mesmo padrao aplica-se para o (33, onde teremos um aumento de 0.004343%.

e Observamos que I'2*2 & negativo. Isto significa que, se aumentarmos 1% na fraccio de
novos casos que progride para o estagio assintomatico, o nimero de novas infec¢oes dimi-
nuird para 0.9999%. Em outras palavras, um aumento de 1% na frac¢ao de novos casos que

progridem para o estagio assintomatico causara uma diminuicao de 0.9999% no Rgs.

De modo analogo ao Ry, podemos dizer que, para os parametros de baixo impacto,
podemos considerar (i, B2, a, u, v, 0, ™, f, b. Se aumentarmos as taxas v e f, as taxas
de transferéncias para a classe dos imunes diminuirao consideravelmente o nimero reprodu-

tivo. Por outro lado, se também considerarmos aumentar ou diminuir as probabilidades (;
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e [, podemos aumentar ou diminuir significativamente o ntimero reprodutivo. Através de
campanhas de sensibilizagao e adesao ao uso de preservativos, testagem do HIV e adesao ao
tratamento de individuos seropositivos, podemos contribuir significativamente para a redu-

¢ao da incidéncia da doenca.

O grafico a seguir mostra como os indices de sensibilidade da tabela 3.2 variam.

0s F

indice de Sensibiidade
=)

U

05

Parametras

Figura 3.2: indices de sensibilidade de todos os parametros

Observamos, pelo gréafico 3.16, que os parametros mais sensiveis do modelo sao as taxas
de contacto c e (5, contribuindo significativamente para a propagacgao do virus na populagao
e gerando novas infecgoes durante o periodo de infecciosidade. Portanto, é crucial que se
preste muita atencio a esses parametros. E uma pratica sensata que os individuos devem
ter muito cuidado, uma vez que, por nao apresentarem sintomas, podem nao procurar o
hospital para testar o seu estado. Logo, é importante manter relagoes sexuais protegidas,
especialmente com pessoas cujo estado de satude é desconhecido. Reduzir a frequéncia ou
taxa de contacto entre humanos e objectos cortantes também é uma medida eficaz para
controlar a propagacao do virus. Além disso, é fundamental obedecer a outras medidas de

prevencao.

3.0.5 Simulagao numérica do modelo sem mobilidade
A seguir, apresentaremos os graficos das solugoes para as populagoes de humanos suscepti-

veis, humanos infectados assintomaéticos, infectados sintomaticos e humanos Removidos.

Os parametros usados sao os mesmos da tabela da analise de sensibilidade, e consideramos
as seguintes condigoes iniciais: I(0) = 97 000, A(0) = 2 000 000, V' = 8 20 239, onde S(0) =

31 616 000. As simulacoes serao realizadas para os casos em que Ry < 1 e Ry > 1.
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3.0.6 Cenario 1: Rp<le f=0.3,b=0.2

Observe as figura 3.3, 3.4 com variagao do parametro c¢. O parametro ¢ na equacao do

modelo representa a taxa de contacto entre individuos susceptiveis e infectados. Quando ¢
aumenta, a taxa de contacto também aumenta, o que geralmente significa que a infecg¢ao
se espalha mais rapidamente na populacao. Vamos analisar o impacto de diferentes valores

de ¢ nos gréficos de Infectado Sintomatico (7)), Infectado Assintomatico (A) e Removidos (R).

e Infectado Sintomatico (/): Um aumento em ¢ geralmente resulta num aumento na

taxa de infecgao e, consequentemente, num aumento no pico de infectados sintométicos;

e Infectado Assintomatico (A): A variacao de ¢ pode influenciar a quantidade de

infectados assintomaticos. Aumentar ¢ pode levar a um aumento inicial nos assinto-

maéticos, mas o impacto pode depender de outros parametros, como f e b;

e Susceptivis (5): O ntumero de susceptiveis diminuira mais rapidamente com valores

mais altos de ¢, pois mais individuos estao a ser expostos e infectados;

e Removidos (R): O aumento em ¢ pode influenciar a dindmica da imunidade, afec-

tando a taxa de recuperagao e, consequentemente, a quantidade de individuos imunes
ao longo do tempo.

Ademais, a variacao de ¢ pode influenciar a velocidade e a intensidade da propagacao da

doencga na populagao. Um aumento em c¢ geralmente acelera o processo de infecgao, resul-
tando em picos mais altos e mais rapidos de infectados.
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Todas as figuras acima foram representa-
das com as seguintes condi¢oes iniciais:
Ry <1, f=0.3,b=0.2, g, = 0.00273
e Py = 0.0043. Os valores dos infectados,
susceptiveis e removidos foram apresen-
tados no inicio desta seccao, que corres-

ponde a dados nacionais de 2017. Outros

parametros encontram-se na tabela 3.2

Empo

Figura 3.5: Evolugao dos Removidos

Observando as figuras 3.3-3.5, notamos que o nimero de sintomaticos aumenta nos pri-
meiros anos, evidenciando a interacao entre os dois compartimentos. Ou seja, os infectados
sintométicos se tornam assintométicos pela influéncia do parametro b, e o mesmo acontece
com os infecciosos assintomaéticos, que passam para o estado infeccioso sintomético com uma
taxa influenciada pelo parametro f. Esses dois compartimentos interagem entre si, possivel-

mente devido & medicagao, embora este estudo nao considere esse aspecto.

A figura 3.3 apresenta um cenario distinto em relagao a curva 3.4. Nos primeiros 10 anos,
h& mais pessoas sintométicas do que assintomaéticas, indicando que, quanto maior a taxa de
saida de assintométicos, maior serd o numero de infectados sintométicos.
Por outro lado, o cenario da figura 3.5 revela o niimero de individuos removiveis, ou seja,
aqueles que transitam dos infectados sintoméaticos para removidos e dos infectados assinto-
maticos para removidos. Esses individuos deixam de ser infecciosos e passam a classe dos
nao infecciosos/removidos. O grafico mostra a evolugdo e o aumento significativo dos que
deixaram de ser infecciosos assintomaticos e dos que deixaram de ser sintomaticos, passando
assim a pertencer a classe dos removidos. No entanto, assumimos que este cenario é influ-

enciado pelo tratamento, mesmo que nao seja considerado no nosso estudo.

3.0.7 Cenario 2: Rpy>1e f=0.3,0=0.2

Este cenario implica que, quando f é diferente de zero, os dois compartimentos estao em
interacao, isto é, ele influencia a taxa de transferéncia de individuos da classe assintomatica
para a classe sintomatica, da mesma forma que acontece quando b é diferente de zero, afec-

tando a taxa de transferéncia de individuos da classe sintomética para a classe assintomética.

Observando as figuras 3.6, 3.7 e 3.8, conseguimos ver a evolugao da doenga ao longo do

tempo para véarios valores da constante c¢. Quando Ry > 1, o niimero de pessoas infectadas
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tende a aumentar.
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Todas as figuras acima foram representa-
das com as seguintes condic¢Oes iniciais:
Roo > 1, 51 = 0.0273 e By = 0.043. Os va-
lores dos infectados, susceptiveis e remo-
vidos foram apresentados no inicio desta
sec¢ao, que corresponde a dados nacionais
de 2017. Outros paradmetros encontram-
se na tabela 3.2

Comparando a figura 3.6 com a figura 3.3, conseguimos ver a evolugao das novas infec-

¢oes quando Ry é maior que 1 e menor que 1. Para Ry maior que 1, observa-se o aumento

do nimero de infeccoes diarias e, consequentemente, o aumento de casos de infeccao pelo

HIV/SIDA. O mesmo acontece com as demais figuras, indicando assim a evolugao das infec-

¢oes com Ry maior que 1.

O cenério da figura 3.6, no entanto, é de grande importéancia, pois representa a evolucgao

dos removidos, isto é, individuos que deixam de ser infecciosos. Quanto maior for o niimero

desses individuos, maior sera o controle do impacto da doenca, visto que eles deixam de ser

infecciosos e passam a ser individuos que nao contribuem para novas infecgoes. Com isso,

teremos menos impactos dessa doenca.
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3.0.8 Cenario 3: Rp<le f=0,06=0

Observemos as figuras 3.9-3.10, que representam como a populagao de infectados sintoma-
ticos, infectados assintométicos e removidos evolui ao longo do tempo. Com as condigbes
acima, significa que os termos f e b nao estao presentes nas equacoes diferenciais, o que
implica que nao ha interagoes entre os compartimentos de infectados assintométicos (A) e
infectados sintomaéticos (I). Nesse caso, cada compartimento teré trés possibilidades: morrer

pela doenca, morrer por outras causas ou tornar-se um removido da doenca.

00 e — — R 000  — — —

Empo Empo

Figura 3.9: Evolucao dos infectados Figura 3.10: Evolugao dos infectados
Sintomaticos. Assintomaéticos.

Todas as figuras acima foram representa-
das com as seguintes condicoes iniciais:
Roe < 1, B = 0.00273 e By = 0.0043.
Os valores dos infectados, susceptiveis e
removidos foram apresentados no inicio
desta secgao, que corresponde a dados
nacionais de 2017. Outros parametros

encontram-se na tabela 3.1

Empo

Figura 3.11: Evolucao dos Removidos.

Observemos as figuras 3.9 e 3.10. Esses graficos apresentam um comportamento que in-
dica uma diminuicao. Inicialmente, temos um nimero muito elevado de infectados, que vai
diminuindo ao longo do tempo. Esse comportamento pode indicar que a taxa de tratamento
ou de mortalidade dos infectados sintométicos é alta, o que faz com que a quantidade de
pessoas nessa classe diminua rapidamente. Em outras palavras, os graficos mostram uma

rapida diminuigdo no nimero de infectados (tanto sintométicos quanto assintomaticos) e um
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crescimento inicial seguido de declinio nos removidos, figura 3.11. Isso indica que, sob as
condigoes modeladas, a epidemia de HIV/SIDA esta sendo controlada, com uma eficiente
remocao (tratamento ou mortalidade) dos infectados. Essa anélise pode ser ttil para enten-

der a eficacia das estratégias de controle e tratamento do HIV /SIDA implementadas em 2017.

3.0.9 Cenéario4: Rp>1e f=0,b=0

Vejamos as figuras 3.12-3.14. Quando f e b sao iguais a zero, a taxa de transferéncia de indi-
viduos da classe [ para a classe A é zero. Isso implica que nao ha movimento de individuos da
classe I para a classe A e, portanto, nao ha interacao adicional entre os infectados sintomati-

cos e os individuos assintomaticos. Vejamos a evolucao da doenca quando Ry; é maior que 1.

Empo =mpo

Figura 3.12: Evolugao dos infectados Figura 3.13: Evolugao  dos  Assin-
Sintomaticos tomatico.

Todas as figuras acima foram representa-

das com as seguintes condic¢oes iniciais:
Royo > 1, f =b =0, 51 = 00273 e
By = 0.043. Os valores dos infectados,
susceptiveis e removidos foram apre-
sentados no inicio desta seccao, que
corresponde a dados nacionais de 2017.
Outros parametros encontram-se na
tabela 3.1.

Empo

Figura 3.14: Evolucao dos removidos.

As figuras 3.12, 6.5 e 3.14 representam a evolu¢ao dos casos dos infectados por HIV /SIDA,

a medida que ¢ aumenta, o pico do nimero de sintomaticos também cresce, embora em
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uma escala menor em comparacao aos assintomaticos. Isso pode indicar que o parametro c
afecta tanto a taxa de transmissao quanto a progressao da doenca. O aumento no ntimero de
individuos sintomaticos com o aumento de ¢ pode indicar que um maior niimero de individuos
que eram assintomaéticos progrediram para a fase sintomatica devido a intervengoes menos
eficazes ou maior transmissao.

Ambos os graficos mostram a importancia de estratégias de intervencao eficazes para
controlar a propagacao do HIV. O parametro ¢ parece influenciar significativamente a dina-
mica da doenga. Intervengdes que reduzem ¢ (como campanhas de conscientizagao, aumento
da testagem e distribui¢ao de antirretrovirais) podem ajudar a reduzir tanto a populagao de

assintométicos quanto a de sintomaticos, limitando assim o impacto da epidemia.

3.0.10 Simulacao do Modelo com Mobilidade Humana

E importante observar nosso modelo nas regides de Mocambique com as provincias de maior
prevaléncia de HIV /SIDA: Gaza, Maputo Provincia, Maputo Cidade, Manica, Tete e Zam-
bézia. As figuras abaixo mostram como evoluem as infecgoes em fungao do tempo. Quando
a mobilidade humana é incluida, os nimeros de individuos infectados assintomaticos e sin-
tométicos diminuem ainda mais rapidamente do que no caso em que nenhuma mobilidade é

considerada no modelo; para todos os gréaficos, consideramos o tempo em anos.

Cidade de Maputo

—— Com Mobilidade Cidade de Maputo

100000
—— Sem Mobilidade —— Com Mobilidade

60000 L
—— Sem Mobilidade

80000 1

40000 60000

20000 40000 4

20000 1

NUmero de Infectado Assintomatico

Numero de Infectado Sintomatico

0 20 40 60 80 100

Figura 3.16: Evolucao temporal dos ca-
sos da Cidade de Maputo
de individuos Sintomati-
cos

Figura 3.15: Evolucao temporal dos ca-
sos para Cidade de Ma-
puto de individuos assin-
tomaéticos

A figura 3.15, mostra-nos um cenario diferente do outro caso. Para esta regiao, incluir
a mobilidade humana na dinamica do modelo aumenta ligeiramente o niimero de individuos
infecciosos. No primeiro caso, que é o dos assintomaéticos (figura 3.15), observamos que nos
primeiros 10 anos a mobilidade nao tem efeito, visto que a curva que representa o niimero
de infectados com mobilidade estéd abaixo da curva normal. Apds mais de 15 anos, a mo-
bilidade comeca a ter efeito, e o niimero de infec¢oes comega a diminuir ligeiramente. No
entanto, o cenario geral prevé uma diminuicao dos casos de infec¢oes. Por exemplo, apos 8

anos sem mobilidade humana, a regiao de Maputo Cidade apresenta entre 40 a 60 mil casos
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infecciosos, enquanto a inclusao da mobilidade humana resulta em um mesmo intervalo, mas
com a curva de mobilidade abaixo da curva sem mobilidade.

J& a curva dos sintomaéticos figura 3.16 apresenta um cenario bem diferente dos assintoma-
ticos, onde observamos que as duas curvas estao diminuindo ligeiramente, mas com efeitos
diferentes. A curva de mobilidade esta sempre acima da curva sem mobilidade, o que indica

que o efeito da mobilidade estd aumentando o nimero de individuos infecciosos nessa regiao.

Provincia de Maputo

Provincia de Maputo 300000 4 —— Com Mobilidade

—— Sem Mobilidade

300000 —— Com Mobilidade
—— Sem Mobilidade

250000 -

250000 200000 1

intomatico

200000 150000

150000 100000 -

100000 50000 4

NUmero de Infectado Sintomatico

50000 1 04

Numero de Infectado Assi

0 20 40 60 80 100

Figura 3.17: Evolucao temporal dos ca-
sos da Provincia de Ma-
puto de individuos Assin-
tomaticos

Figura 3.18: Evolucao temporal dos ca-
sos da Provincia de Ma-
puto de individuos Sinto-
maticos

O cenério da provincia de Maputo e outro, como se pode observar nas figuras 3.17. A
curva sem mobilidade mostra um pico mais tardio, em torno de 25 anos, com um nimero

maximo de infecgoes, aproximadamente 300000 individuos.

Apo6s o pico, h4 uma diminui¢ao gradual, mas menos acentuada em comparagao aos as-
sintométicos, permanecendo alta até os 100 anos. Enquanto que a curva sem mobilidade
atinge um numero muito menor em comparacao com a curva de Mobilidade, em torno de
18 dias, com um nimero méaximo de infecgoes um pouco menor, cerca de 275000 individuos.
Apébs o pico, a curva diminui mais rapidamente e se estabiliza em um nivel mais baixo do

que a curva com mobilidade.

A presenca de mobilidade parece resultar em um nimero maior de casos acumulados ao
longo do tempo, tanto para assintométicos quanto para sintomaticos.
Com mobilidade, o ntiimero de infec¢oes permanece elevado por um periodo mais longo, o
que pode representar um desafio prolongado para os sistemas de satde e para as medidas de

controle da doenca.
A curva sem mobilidade cai mais rapidamente apos o pico, indicando uma reducao mais

eficiente no ntiimero de casos ativos.

A mobilidade influencia significativamente a dindmica da doenga de HIV, impactando tanto
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o tempo de pico quanto a distribuicao temporal das infecgoes.
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Figura 3.19: Evolugao temporal de ca- Figura 3.20: Evolugao temporal de ca-
sos da provincia de Gaza sos da provincia de Gaza
de individuos assintomati- de individuos Sintomati-
cos cos
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Figura 3.22: Evolucao temporal de ca-
sos na provincia de Manica
de individuos Assintoma-
ticos

Figura 3.21: Evolucao temporal de ca-
sos da provincia de Ma-
nica de individuos Sinto-
maticos

Observamos as Figuras 3.19 e 3.21 que representam a evolucao temporal dos casos de
individuos infectados. A curva superior (vermelha) corresponde ao cenario com mobilidade,
enquanto a curva inferior (azul) corresponde ao cenério sem mobilidade.

Na provincia de Manica, a quantidade de individuos sintométicos é ligeiramente maior no
inicio e a taxa de diminui¢ao dos casos é mais lenta. Isso indica que a mobilidade contribui
para uma propagacao continua e sustentada dos casos sintomaticos, prolongando o tempo

necessario para que o niamero de casos diminua.

Por outro lado, sem a mobilidade, a curva atinge um pico inicial semelhante, mas a dimi-
nuicao dos casos é mais rapida. Isso sugere que, sem a mobilidade, a propagacao dos casos
sintométicos é controlada de forma mais eficiente, resultando em uma reducao mais rapida
dos casos. A mobilidade prolonga a presenca de casos sintomaticos na populagao, embora
a diferenca em relacao ao cenério sem mobilidade nao seja tao pronunciada. A reducao dos
casos sintométicos ocorre de forma mais lenta com a mobilidade, sugerindo que a movimen-

tagao de pessoas facilita a continuidade da transmissao.
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Além disso, a mobilidade tem um impacto mais significativo nos casos assintomaéticos na
provincia da Zambézia, resultando em um pico mais alto e uma redugao mais gradual. Sem
a mobilidade, os casos assintoméaticos diminuem mais rapidamente, indicando uma maior

eficacia na propagacao da doenca.

A anélise das figuras 3.19 e 3.21 mostra que a mobilidade humana tem um efeito amplifi-
cador na propagacao dos casos assintomaticos em Manica e dos casos sintomaticos em Gaza,
contribuindo para um maior nimero de infecgoes iniciais e uma desaceleracao na diminuigao
dos casos ao longo do tempo. Para os casos sintomaticos, o impacto da mobilidade também
é perceptivel, mas de maneira menos acentuada. Esses resultados destacam a importancia
de considerar a mobilidade nos modelos epidemiolégicos e nas estratégias de controle, par-
ticularmente para infecgoes assintomaticas que podem nao ser detectadas imediatamente e,

portanto, representam um risco maior para a propagacao continua da doenca.
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Figura 3.23: Evolugao temporal dos ca- Figura 3.24: Evolugao temporal dos ca-

sos da Provincia de Tete
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sos da Provincia de Tete
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Figura 3.26: Evolucao temporal dos ca-
sos da Provincia de Zam-
bezia de individuos Sinto-
maticos

Figura 3.25: Evolucao temporal dos ca-
sos da Provincia da Zam-
bézia de individuos Assin-
tomaéticos

Observamos as figuras 3.24 e 3.26 que representam a evolugao temporal dos casos de
individuos infectados na provincia de Tete e Zambézia. A curva superior (vermelha) corres-

ponde ao cenario com mobilidade, enquanto a curva inferior (azul) corresponde ao cenério
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sem mobilidade.

A comparacao entre as duas curvas revela que a mobilidade tem um impacto significativo na
dindmica da doenga tanto dos casos assintomaticos quanto dos sintoméaticos. A mobilidade
acelera a propagacao da doencga, resultando em picos mais altos de infeccao em periodos
mais curtos. Esse efeito é observado em ambos os grupos (assintométicos e sintomaticos),
destacando a importancia de considerar a mobilidade nos modelos epidemiolégicos e nas

estratégias de controle da doenca.

A presenca de mobilidade facilita a transmissao do HIV, aumentando o nimero de casos
em um curto espac¢o de tempo e retardando a estabilizacao da infeccao. Portanto, politicas
que reduzem a mobilidade ou que controlam melhor os fluxos de pessoas entre regides podem

ser eficazes na mitigacao da propagagao da doenga.

Em geral, destaca-se a importancia de considerar a mobilidade humana nos modelos epi-
demioldgicos e nas estratégias de controle de doengas infecciosas, como o HIV. A mobilidade
amplifica a disseminacao inicial e prolonga a presenca da infec¢ao, especialmente para casos
assintomaticos que podem nao ser detectados imediatamente e, portanto, representam um
risco maior para a propagacao continua da doenca. Politicas de saude publica que visam
reduzir a mobilidade ou monitorar de perto os individuos em movimento podem ser cruciais

para controlar as infecgoes por HIV e outras doencas transmissiveis.

Essas observagoes sao fundamentais para desenvolver estratégias de prevengao e controle
mais eficazes, especialmente em regioes com alta mobilidade e prevaléncia de HIV. O moni-
toramento constante e a implementacao de medidas adaptativas podem ajudar a mitigar os

efeitos negativos da mobilidade na propagacao da doenca.
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Capitulo 4
Discussao de resultados

O uso de duas classes no modelo tinha como objectivo analisar a propagacao da doenga
quando nao é possivel registrar ou controlar toda a populacao infectada, e investigar as
condicoes sob as quais a doencga se espalhard na populagao mogambicana, assim como no
mundo inteiro. Além disso, pretende-se prever os parametros que mais contribuem para a
propagacao da doenca. O efeito do tratamento e suas consequéncias nas infec¢oes por HIV
nao sao explicitamente controlados no modelo para explicar a existéncia daqueles que nao se
apercebem da doenca ou nao procuram tratamento. Na verdade, aqueles que passam para a
classe dos infectados pela for¢a A incorporam tanto os sintométicos quanto os assintomaticos.
Observamos que estes podem passar para sintoméaticos ou assintométicos, o que nos levaria
facilmente de uma situacao livre da doenca para uma situacao endémica, onde notamos que
a doenca se propagou em mais de uma onda, o que atrasaria a saturagao da infeccao. Esta
situacao se manifestaria quando o nimero reprodutivo se aproxima da unidade, mesmo em
uma taxa elevada de individuos infectados pelo HIV/AIDS. Nesse cenario, a eficacia das

estratégias de prevencao torna-se crucial para a redugao das infecgoes.

A simples redugao do nimero reprodutivo abaixo da unidade nao garante a erradicagao
da doenca. No entanto, é importante ressaltar que este numero é fortemente influenciado
por parametros teoricamente controlaveis por meio da implementacao continua de medidas

de prevencao contra o HIV.

Conforme indicado por [24], o controle efectivo da doenga requer dados detalhados sobre
parametros criticos subjacentes a propagacao, como o uso de medicamentos e outros facto-
res significativos. No entanto, este estudo, por meio da analise de indice de sensibilidade,
identificamos parametros teoricamente controléaveis que desempenham um papel crucial na

reducao da propagacgao do HIV.

A anélise de indice de sensibilidade revela a necessidade de uma atencgao especial aos

parametros cujo indice ndo depende significativamente do valor atribuido (como no caso da
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taxa de contacto). Pequenas variagoes nesses parametros podem facilmente desencadear a

transicao do estado livre da doenga para o estado endémico.

A mobilidade desempenha um papel crucial na compreensao da dinamica local do HIV.
Especificamente, regidoes com prevaléncias inicialmente baixas de HIV registram um au-
mento no namero de individuos infectados quando a mobilidade é considerada, enquanto as
regioes com prevaléncias inicialmente elevadas de HIV experimentam uma ligeira diminuigao.
Mesmo quando a tendéncia geral é de diminui¢ao da doenca, a mobilidade tende a atrasar a
erradicacao em regioes de baixa incidéncia de infecg¢oes pela doenca e a acelerar ligeiramente
o processo de erradicagao em regides com elevada incidéncia de infecgoes pelo HIV. Quando
a doencga esta em estado endémico, regioes com ntmero inicial de individuos infectados pelo
HIV tendem a aumentar mais suas taxas de incidéncia do que as regioes com maior ntimero

de infecgoes inicialmente elevadas.

Observando as Figuras 3.17-3.26, que mostram as curvas com mobilidade humana, po-

demos ver que a mobilidade tem um impacto muito significativo na dinamica da doenca. As
curvas representadas nas figuras acima mostram como é o impacto da transmissao de HIV
na zona de chegada, na medida em que os infectados saem da zona de origem para outra
zona.
Os nossos resultados mostram, utilizando dados nacionais, que a mobilidade humana pode
influenciar a transmissao do HIV. Aqui, os nossos resultados parecem estar de acordo com
outros estudos, que relatam que os trabalhadores migrantes em &areas urbanas podem espa-
lhar o HIV para &areas rurais nas suas viagens de regresso as suas areas de origem, como
mostram os estudos feitos por [24], [30], e [29]. Mas também existem diferengas entre dife-
rentes regioes com alto nimero de infecgoes. Por exemplo, na provincia da Zambézia, Tete e
provincia e Maputo (figuras 3.26, 3.24 e 3.17), inicialmente as infec¢oes crescem mais rapida-
mente do que em outras regioes, independentemente da mobilidade. Isto pode ser atribuido
ao facto de ser uma das regioes mais populosas do pais e altamente ligada a outras regioes.
Este resultado esta de acordo com outros estudos, que associam altas infec¢oes por HIV com
alta mobilidade humana em areas como fazendas comerciais e propriedades agricolas, areas
de mineracao, centros de negdcios e areas residenciais ao longo de estradas movimentadas
[50], [51] , entre outros estudos.
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Capitulo 5
Conclusao e Recomendacoes

Neste trabalho, um modelo matematico nao linear é proposto e analisado para estudar a
propagacao do HIV/SIDA com impacto direto fluxo de infectados em uma populagdo com
estrutura de tamanho variavel. Supoe-se que os susceptiveis sejam infectados por diferentes
meios de infec¢ao de HIV. O modelo ¢ analisado usando a teoria da estabilidade de equagoes
diferenciais e simulac¢ao numérica. Algumas inferéncias foram tragadas em relagao a propa-
gacao da doenca, por meio do estabelecimento de resultados de estabilidade local e global.
Verifica-se que se o influxo directo de infectados for permitido na comunidade, a doenga sera
sempre persistente. Se a entrada de imigrantes infectados nao for restrita ou se nao forem
tomadas medidas de prevencao, a endemicidade da doenga sera maior quando os individuos
com HIV interagem sexualmente com os individuos sem HIV. Mas a endemicidade é signi-
ficativamente reduzida se o fluxo directo de infectados for restringido e os individuos com
HIV /SIDA nao se relacionarem com susceptiveis ou optar pelo uso de preservativos e outros
meios de prevencao da doenca. Assim, a propagacao da infeccao pode ser retardada se o
fluxo directo de infectados for restrito na populagao.

Observa-se também que o aumento do ntimero de parceiros sexuais reduz ainda mais a po-
pulacao total por meio da disseminacao da doenga. Portanto, para reduzir a propagacao
da doencga, o numero de parceiros sexuais deve ser restrito, ou a interacao sexual deve ser

evitada com um individuo infectado.

O modelo matematico da transmissdo da HIV /SIDA na presenca e auséncia de métodos
preventivos, mostra-nos que o uso das medidas de prevencao tais como o uso de preservativo
e baixa mobilidade humana, reduz o nivel de incidéncia das infec¢oes por HIV na populagao
e o nao uso destas medidas contribuem para a propagacao do HIV. O modelo mostra também
que quanto maior for a mobilidade humana mais nuriero de infectados na zona de origem
ou na zona de chega, através do modelo conseguimos identificar os parametros com maior
nivel de sensibilidade, isto é, as variaveis que contribuem com maior nivel de infecgoes nesse
estudo.

Para a reducao da transmissao inicial da doenca que esté diretamente relacionado ao niimero
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bésico de reproducdo (Ry) é necessario ter em conta a taxa de contacto entre humanos in-
fectados, taxa de transmissao dos humanos assintomaticos visto que estes sao os parametros

mais sensiveis do (Rp).

Ficou ainda demonstrado que a reducao da mobilidade humana e de individuos infec-
tados é uma das medidas preventivas vitais para reduzir o ntimero de novos casos diarios
infectados, pois, das anélises reparamos que a taxa de contacto de humanos é o parametro
mais sensivel do modelo, contribuindo altamente para o crescimento do nimero reprodu-
tivo, consequentemente gerard o aumento de surgimento de novas infec¢oes, enquanto que
o parametro que descreve a taxa de transferéncias dos sintoméaticos para imunes é também
o parametro mais sensivel, mas o seu impacto consiste na reducao do niimero reprodutivo.
Portanto, devemos aumentar as taxas dos parametros que contribuem para a diminui¢ao do
nimero reprodutivo e diminuir as taxas que contribuem para o aumento do ntmero repro-

dutivo.

Recomendagao: Recomendamos que, em futuras investigagoes, seja dada atencao a di-
namica da transmissdo do HIV/SIDA entre usuérios de drogas injectaveis na cidade de
Maputo. Este grupo especifico pode apresentar caracteristicas distintas que merecem uma

analise aprofundada para informar estratégias de prevencao e intervencao mais eficazes.
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(Glossario

Endemia Refere-se a presenca constante de uma doenga ou agente infeccioso em uma po-

pulagao ou regiao geografica especifica.. 61

Epidemia Refere-se a um aumento repentino e significativo no niimero de casos de uma
doenca especifica em uma comunidade ou regiao, excedendo o que normalmente seria

esperado.. 61

Incidéncia Taxa pela qual os susceptiveis se tornam infectados, ou seja, o nimero de novas

infecgoes por unidade de tempo.. 61

Infectados Individuos que contrairam o agente patogénico e sao o principal meio de pro-

pagacao da doenga.. 61

Mobilidade humana A mobilidade humana refere-se ao movimento de pessoas de um lugar

para outro.. 61

Pandemia Uma epidemia que se espalha por varias regioes ou paises, afectando um grande

ntmero de pessoas em escala global.. 61

Periodo de incubagao Tempo entre a exposi¢ao a um agente infeccioso e o aparecimento

dos sintomas da doenca.. 61

Periodo infeccioso Intervalo de tempo durante o qual um individuo ou animal infectado

transmite a doenga a um hospedeiro.. 61

Periodo latente Periodo de evolucao clinica da doenca, onde o virus se replica dentro das

células parasitadas do individuo.. 61

Recuperados ou Removidos individuos que foram infectados, mas nao sao mais portado-
res da doenga, isto é, por motivo de morte ou imunizagao, ou por vacina ou obtiveram

cura apos contrair a doenga... 61
Susceptiveis Individuos saudaveis mas nao imunes a uma dada doenga.. 61

Taxa de contacto Numero médio de pessoas que um individuo ou vetor contacta por uni-

dade de tempo, adequado para a transmissao da doenca.. 61
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e Endemia: Endemia

e Pandemia: Pandemia

e Epidemia: Epidemia

e Susceptiveis: Susceptiveis

e Infectados: Infectados

e Recuperados: Recuperados ou Removidos

e Taxa de contacto: Taxa de contacto

e Incidéncia: Incidéncia

e Periodo de incubagao: Periodo de incubacao
e Periodo latente: Periodo latente

e Periodo infeccioso: Periodo infeccioso

e Mobilidade humana: Mobilidade humana
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Apéndice

5.0.1 CAlculo de indice de Sensibilidade

Consideremos as expressoes 2.17 e 2.19 referentes ao niimero reprodutivo, e usando a defini-
¢ao 1.8 O sinal positivo indica que o parametro é diretamente proporcional ao Ry, e o sinal
negativo indica que o parametro é inversamente proporcional ao Ry.

Calculamos indice de sensibilidade de Ffm, onde p = By; Ba; ;65 ¢; a; 5y

OR c

Ro1 __ 01 c
o [0t = 9 X Ror 1
o FR01 _ (9R01 y ﬁl _ (1 — a)cﬁl(ﬂ + 1) +M)

o Opr  Ro  (I—a)cbi(p+0+7)+acB(m + 6+ p)
o TRt _ Ry y Ba _ acBa(m + 6 + )

o B2 Ro (1—a)eBi(p+d+7)+ach(m+0+ p)
o THo — ORo  a _ ( —ch ¢ ) a(pp+0+m)(+6+7)

¢ da Ry T+04+pu p+o+v/) (1—a)bi(p+d+7)+ach(mr+ 0+ p)
o pfo _ 9Bt T (1 —a)cBim(m + p+0)(6 + v+ p)

i or " Ry (m+0+p2[(1—a)eBi(p+0+7) + achy(m + 0 + p)]
o TR0 — 8R01 0 ( (1 —a)eby acfy > d(p+m+0)(0+~+ p

’ R(n (r+0+ 0P  (uto+7)2) (L= a)eBi(n+0+7) + ach(r + 0 + )
o pFo _ B 1 _ ( (1 —a)ch acpy ) plp+m+0)(6+ v+ p)

o o R01 (m+ 8+ p)? (,u+5—|—7)2 (1 —a)eBi(p+ 6 +7v)+acha(m+ 9+ p)
o THo = OB v _ acBs Y47+ 8) 0+ + p)

v " Ry (u+0+7)2(1—a)chi(pu+0+7) +achs(r +6 + p)

Assim, conforme o céilculo dos indices de sensibilidade para Ry, resumimos os valores na
tabela 3.1.
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Calculamos indice de sensibilidade de Ry, isto é, Calculemos Fﬁ”, onde p =
B B2; s 05 ¢; a3y
pRoe — 9002 - € 4
e Jdc X R02
o F2 ORy2 % _ —acBi(p+0+7y) +cBify+ cho(m+06 +p) —chord a
“ da Ry (M+(5+’Y>(M+ﬂ'+5) — fb"}/ﬂ' Roo
.FROQ — aRO? % 61 _ (1 B a)cﬁl(:u +0 +’7) + acﬁlf’)/ 1
0B T R (n+0+7)(utm+0) — fory Roy
Pho Rz y B2 cfra(m+ 0+ p) + (1 —a)cferd 1

2 852 Rog N (M+(5+7)<M+7T+5)—fb’}/71' R02

orfee _ OBoz [ _achinl(p 40 +9)(p+ 0 +7) — fom]
d Of  Ru (40 + )+ 7+ 6) — foyn]?
bry[(1 —a)eBi(p+ 0 +7) +acBifr] | [(1 —a)cfomb+ acfs(m + 6 + u)]] f
[(p+ 0+ (p+m+0) = foym? [(u+0+7)(+m+0) — foym]* Roo

ORp, b Syrl(L —a)efi(p+0 +7) — frr]

T = X Ry (1 + 0+ 1) (i + 7 +0) — foym?
(1 —a)cfor[(p+d+7)(p+7+0) = foy]  [acBa(m + 6+ p) + (1 — a)cBamb] fym. b
[(p++7)(p+m+0) = foym]? [(k+6+7)(u+m+0) = foym]> ~Ro
oRoz _ OB T [—[(1 —a)cBi(p+0+7) +acB f[(p+ 6+ = bfv)]
" O Re [(n+6+7)(u+m+0) — foyn]?

| lacBs + (1 = a)eBabl[(ps + 0 + 7) (s + 7+ 6) — foym] + [ach(m + 6 + ) + (1 = a)cfomb][(n + 6 + )]
[(p+0+7)(u+7+06) — foyr]?
Jby ] 7r
(1 4+ +7)(p+7+6) — foym]?” Roy

ORpr . v _ ([(L=a)chi +acBi fll(n + 6 +7)(u + 7+ 6) — fbm]

0y ~ Ry (40 +7)(u+ 7+ 0) — foym]?

(1 —a)eBi(p+6 +7) +acBfy][(n+ 7+ 5) — for]
(46 +7)(u+7+0) — foym]?
_acBa(m+ 5+ p) + (1 — a)cfomd][(p+ 7+ ) — fbﬂ]] v
[(+0+7)(p+m+06) — foym)? Roo

Ro2 __
QF7 =

o _ e 0 (1= a)efil{pt 0+ 7)(ut m+9) = fom]
° 7 3 " Rp (i + 6+ 7)(u+ 7+ 0) — foym]?

[(1—a)eBi(p+6+7) +acbifAl[(p+0+7) + (u+7+08)] —acB(p+0+7)(u+7+9) — foym|+
(40 +7)(p+m+06) — foym]?

lacBi(m+ 6+ p) + (1 — a)cBomb][(+ 6 +7) + (u+ 7+ 5)]] )

[(+0+7)(u+7+05) — foyr)? R
oo _ OB p_ (A—a)chil(p+ 0+ )(p+7+0) - fory
o Ou " Ry [(L+0+7)(n+7+0) — foym)2

N [(p+0+7)+ (p+m+ ) —a)Bi(p+6+7) + acBif]
[(+0+7)(p+m+06) = foym)?

63



acPol(pe+ 6 +v)(u+ 7+ 0) — fory

(40 +7)(u+7+05) — foyr]?
N [acﬁg(ﬂ+5+u)+(1—a)Cﬁzﬂb][(u+7r+5)+(#+5+7)]] 1
(46 +7)(u+7+0) — foym)? Ro>

Resumimos os dados a cima em uma tabela 3.1.
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6.1. DISTRIBUICAO DOS INFECTADOS POR PROVINCIA CAPITULO 6. ANEXOS

Capitulo 6

Anexos

6.1 Distribuicao dos infectados por provincia

Dados 2017 .PNG

Figura 6.1: 6]8ados de 2017



6.1. DISTRIBUICAO DOS INFECTADOS POR PROVINCIA CAPITULO 6. ANEXOS

dados 2018.PNG

Figura 6.2: Dados de 2018
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6.1. DISTRIBUICAO DOS INFECTADOS POR PROVINCIA CAPITULO 6. ANEXOS

dados 2019.PNG

Figura 6.3: Dados de 2019
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dados de 2020.PNG

Figura 6.4: Dados de 2020
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6.1. DISTRIBUICAO DOS INFECTADOS POR PROVINCIA CAPITULO 6. ANEXOS

dados 2021.PNG

Figura 6.5: Dados de 2021
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6.2. DADOS DE MOBILIDADE

CAPITULO 6. ANEXOS

6.2 Dados de Mobilidade

6.2.1 Fluxo diario em todo pais

[ DESTINO

| 0 1 2 3 4 5 6 7 [ E] 10

0 0 1194384 546770 137034 39575 17505 25058 10809 9143 12333 5655

1 149381 0 1957530 222404 54519 28756 40829 17878 14817 20013 9289

2 413543 2258615 0 21544975 344661 197770 388742 122809 102931 137501 62316

3 330696 189883 3504641 0 284357 270673 560002 97166 81436 109107 49201

Q}b 4 95136 46696 180854 530765 0 1354438 610360 23646 19727 26649 11942
& 5 26087 14719 55487 204512 408650 0 1221473 109443 30155 36556 7325
OQ' B 24326 20027 114066 790411 112827 1237019 0 85040 40984 23081 10047
7 7053 7546 30746 76726 22630 54870 109598 0 782607 355107 84926

8 6306 G760 27616 68399 19906 87487 58670 781643 0 314171 74938

9 15121 15084 56209 164680 48638 209990 141450 268055 479864 0 806379

10 3830 4051 16598 40789 11996 51898 35181 66726 118694 775225 0

Figura 6.6: Onde 0 representa a Provincia do Niassa, 1 representa a Provincia de Cabo
Delgado, 2 representa a Provincia de Nampula, 3 representa a Provincia da
Zambézia, 4 representa a Provincia de Tete, 5 representa a Provincia de Ma-
nica, 6 representa a Provincia de Sofala, 7 representa a Provincia de Inhambane,
8 representa a Provincia de Gaza, 9 representa a Provincia de Maputo e por
ultimo 10 representa a Cidade de Maputo.

6.2.2 Matriz de transicao

DESTINO |

| i 1 2 3 4 5 3 7 [ 9 10]

0 0 0597710215 027362223 0068576456 0019804671 0008760095 0012539872 0,00540919 0004575467 0006171851 0,002829954

1 0,059151047 0 0775131701 0088066283  0,02554787 0011386630 0016167237  0,00707923 0,005867162 0,007924635 0,003678206

2 0066874541 0365243376 0 0,348483626 0,055735549 0031981627 0,062863941 0019859503 0,016645097 0,022235454 0010077196

3 0,059400221 0034107132 0,645676 0 0,051076725  0,04361872 0,100604751 0,017453135 0,014627683 0,019597999 0008837574

Q,@ 4 0032803108 0016100886 0,062358868  0,183008972 0 0467013285 0,210453508 0008153194 0,006801914 0,000188635 0,004117629
\Cj 5 0,012337155 0006960961 0,026241105 0,096765818 0,193260178 0 0577663257 0051758164 0,014261007 0017288191 0003464164
OQ- 6 0000807357 0008148251 0046409260 0321580224 0,045905165 0,503207627 0 0034500655 0,016674885 0,009390812 0,004087756
7 0004603009 0004925719 0020069728 0050083586 0,014804574 0,035816885 0,071606355 0 051085375 0231799284 0055436200

8 0,00436131 0,004675302 0,019099576 0,047305615 0,013767242 0,060507118 0,040576916 0,540594206 0 0217284646 0051828071

9 000682214 0007211499 0020912112 0074208656 0021944001 0,084741164 006381798 0120038343 0,216500185 0 0363813919

10 0,003404481 0003600927 0,014753935 0,036257276 0,010663225 0,046132048 0,031272334 0059312633 0,105506903 0,689096239 o

Figura 6.7: Matriz de transicao foi usada a equacao 1.14
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