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Resumo

A propagação da doença ocorre devido ao deslocamento e contactos sexual entre indivíduos
infectados e um susceptíveis. Portanto, compreender os padrões de mobilidade é crucial para
entender a dinâmica da doença.

Uma consequência significativa desses padrões de movimento é a transmissão da doença
de áreas com alta incidência para áreas com baixa prevalência. A mobilidade aumenta as
taxas de incidência do HIV em regiões com baixa prevalência, enquanto diminui ligeiramente
as incidências em regiões inicialmente com alta prevalência de HIV.

Este estudo analisa o impacto da mobilidade humana na propagação do HIV/SIDA em
Moçambique. Para isso, desenvolvemos e analisamos um modelo matemático epidemiológico
da HIV/SIDA, levando em consideração as diversas regiões do país.

Os parâmetros do modelo foram estabelecidos utilizando dados do Inquérito Nacional
sobre o Impacto do HIV/SIDA em Moçambique [23].

Palavras-Chave: Epidemiologia, HIV/SIDA, Número reprodutivo, Impacto.
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Abstract
The spread of the disease occurs due to the movement and sexual contacts between infected
individuals and susceptibles. Therefore, understanding mobility patterns is crucial for un-
derstanding the dynamics of the disease.

A significant consequence of these movement patterns is the transmission of the disease
from areas with high incidence to areas with low prevalence. Mobility increases the rates
of HIV incidence in regions with low prevalence, while slightly decreasing incidence rates in
regions initially with high prevalence of HIV.

This study analyzes the impact of human mobility on the spread of HIV/AIDS in Mo-
zambique. To do this, we developed and analyzed an epidemiological mathematical model
of HIV/AIDS, taking into account the various regions of the country.

The parameters of the model were established using data from the National Survey on
the Impact of HIV/AIDS in Mozambique.

Keywords: Epidemiology, HIV/AIDS, Reproductive number, Impact.
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Terminologia

• c: É o número médio de parceiros sexuais por unidade de tempo;

• a: Fracção de novos casos que progride para o estágio dos assintomáticos;

• β1: Probabilidade de transmissão da infecção por contacto com um infectado sintomá-
tico;

• β2: Probabilidade de transmissão da infecção por contacto com um infectado assinto-
mático;

• Sii: Susceptíveis da região i;

• Sjj : Susceptíveis da região j;

• Sji: Susceptíveis da região j que viaja para região i;

• Sij: Susceptíveis da região i que viaja para região j;

• V : Taxa de recrutamento da população;

• µ: Taxa de mortalidade por outras causas;

• rSji: Número de individuo que regressa da região j saindo na região i;

• rSij : Número de individuo que regressa da região i saindo na região j;

• 1− a: Fracção de novos casos que progride para o estagio dos sintomáticos;

• δ: Taxa de mortalidade por causa da doença de HIV/SIDA;

• (1−f)γ: Taxa de indivíduos que progride a classe imune saindo da classe assintomática
A;

• (1− b)π: Taxa de indivíduos que progride a classe imune saindo da classe sintomática
I;

• Iii: Infectados sintomático da região i;

• Ijj : Infectados sintomático da região j;

• Iij : Infectados sintomático da região i que deslocam para região j;

• Iji: Infectados sintomático da região j saindo para região i;

• Aii: Infectados assintomático da região i;

• Ajj : Infectados assintomático da região j;
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• Aij : Infectados assintomático da região i que se desloca para região j;

• Aji: Infectados assintomático da região j saindo para região i;

• fγ: Taxa de transferência da classe assintomática A para classe sintomática I;

• bπ: Taxa de transferência da classe sintomática I para classe assintomática A;

• R : Número total dos removidas;

• r: Taxa de retorno das visitas ou de saída da região i ou da região j;
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CONTEÚDO CONTEÚDO

Introdução

A Síndrome da Imunodeficiência Adquirida (AIDS) é uma doença causada pelo Vírus da
Imunodeficiência Humana (HIV), responsável pela destruição do sistema imunológico.

As principais formas de transmissão do HIV são as seguintes: relações sexuais não protegi-
das com pessoas infectadas, uso compartilhado de objetos perfurantes ou cortantes contendo
sangue contaminado (como material médico ou agulhas/lâminas contaminada), transmissão
da mãe seropositiva para o filho durante a gravidez, parto ou aleitamento, e também através
de transfusão de sangue contaminado.

A AIDS teve suas primeiras notificações por volta de 1980 nos Estados Unidos e rapida-
mente se espalhou pelo mundo [42]. Posteriormente, a doença começou a se disseminar para
outros países através das viagens internacionais. Moçambique registrou seu primeiro caso
de AIDS em 1986, de um cidadão estrangeiro já infectado ao entrar no país. Até março de
1996, o Ministério da Saúde (MISAU) já havia notificado cerca de 4.906 casos à Organização
Mundial da Saúde (OMS) [11].

Os principais sintomas aparentes são semelhantes aos de uma gripe, caracterizando o
estágio de infecção primária ou síndrome retroviral aguda. Este estágio ocorre devido à
resposta imune do corpo a qualquer infecção. No entanto, algumas pessoas não apresentam
sintomas, conhecido como estágio de infecção HIV assintomática ou infecção HIV crônica,
onde o vírus se reproduz em níveis baixos, e o paciente HIV positivo pode não apresentar
sintomas. Este estágio assintomático é onde ocorre a maior probabilidade de transmissão do
HIV, devido à alta carga viral no sistema [41].

No final deste estágio, a carga viral aumenta, e o número de células CD4 começa a
diminuir, podendo ocorrer os primeiros sintomas do HIV, pois o sistema imunológico não
consegue mais se proteger eficazmente.
O próximo estágio é conhecido como AIDS, onde surgem doenças oportunistas como cânce-
res e outras infecções. Com o sistema imunológico danificado, a AIDS se manifesta, e sem
tratamento, a expectativa de vida pode variar de 3 a 8 anos [41].

Vários estudos têm mostrado que trabalhadores migrantes em áreas urbanas podem con-
tribuir para a propagação do HIV para áreas rurais ([29], [32]). Na África do Sul, por
exemplo, homens que se mudaram de áreas rurais para urbanas têm uma probabilidade
maior de serem portadores do HIV em comparação com aqueles que permanecem em áreas
rurais [30]. Os trabalhadores migrantes frequentemente retornam às áreas rurais, potenci-
almente espalhando o vírus. Além disso, áreas associadas a alta mobilidade humana, como
fazendas comerciais, propriedades agrícolas, áreas de mineração, centros de negócios e regiões
residenciais ao longo de estradas movimentadas, estão conectadas ao aumento nas infecções
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por HIV [2].

Portanto, os padrões de mobilidade das pessoas são cruciais para entender a dinâmica
da doença. No entanto, a consequência mais significativa dos padrões de movimento foi a
transmissão da doença de áreas de alta infecção para áreas de baixa prevalência. A mobili-
dade ligeiramente aumenta as taxas de incidência do HIV em regiões inicialmente com baixa
prevalência e ligeiramente reduz as incidências em regiões inicialmente com alta prevalência
do HIV.

Desde então, vários modelos, alguns mais complexos do que outros, têm sido desenvolvi-
dos para encontrar meios eficientes e eficazes para erradicar essa doença. Em nosso modelo,
partiremos do trabalho de [24], onde o impacto da doença é estudado a partir de um modelo
que considera um único estágio de infecção em duas classes de infectados (I), com o objectivo
de entender a epidemiologia da transmissão de HIV/SIDA e avaliar estratégias para reduzir
(ou controlar) a disseminação da doença. Trabalhos semelhantes foram realizados para aten-
der a objectivos como: entender melhor a dinâmica do HIV/SIDA, analisando um modelo
matemático que explica o impacto dos imigrantes infectados na transmissão do HIV [34];
analisar o crescimento da epidemia do HIV/SIDA na Ásia, assumindo que a propagação do
vírus na comunidade é causada principalmente pela interação sexual entre um grupo central
de mulheres prostitutas e jovens homens solteiros [10].

Neste trabalho, seguindo essa linha de pensamento, apresentamos um modelo matemático
determinístico cuja transmissão é descrita por duas classes que designaremos como infecta-
dos assintomáticos e sintomáticos, diferentemente do abordado no trabalho de [24]. Nosso
objectivo é verificar a disseminação da doença quando não podemos registrar ou controlar
toda a população infectada. A infecção pelo HIV exige tratamento adequado, que existe, mas
não é considerado em nosso modelo. Assim, nosso intuito é estudar a propagação do HIV em
Moçambique e a prevalência do HIV/SIDA, levando em conta a mortalidade induzida pelo
HIV, para auxiliar profissionais de saúde e o Programa Nacional de Combate ao HIV/SIDA
a compreender até que ponto a mobilidade humana é a razão pela qual a doença continua a
se propagar no mundo, e, em particular, em Moçambique.

De referir que este trabalho é constituído por 5 capítulos, nomeadamente: (1) Noções
Preliminares, que compreende as definições e os resultados matemáticos que serão usados ao
longo do trabalho; (2) Modelo da Mobilidade Humana com Assintomáticos e sintomáticos,
abordando desde a formulação até a análise de estabilidade dos pontos de equilíbrio; (3)

Análise Numérica, que trata desde a estimação de parâmetros do modelo até a interpretação
da Análise de Sensibilidade e simulações numéricas, para estender e enfatizar os resultados
obtidos no capítulo anterior; (4) Discussão dos resultados obtidos e por fim (5) Conclusão e
Recomendações.
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Objectivos

Objectivos gerais

• Desenvolver um modelo determinístico para o estudo da propagação do HIV/SIDA em
Moçambique, tendo em conta a sua transmissão e o impacto da mobilidade humana.

Objectivos Específicos

• Analisar um modelo determinístico que retrate o impacto da mobilidade humana em
Moçambique;

• Estimar a razão de reprodutibilidade basal (R0) do HIV, através de cálculos baseados
em um modelo matemático;

• Identificar os parâmetros do modelo que contribuem com maior impacto na propagação
do HIV/SIDA em Moçambique;

• Analisar o grupo que mais contribui para a transmissão do HIV/SIDA entre assinto-
máticos e sintomáticos através de análise de sensibilidade;

Metodologia

Utilizaremos várias definições e teoremas da Álgebra, Análise e Sistemas Dinâmicos. Estes
incluem a noção de autovalor e autovetor de uma matriz, a matriz jacobiana, existência,
unicidade e positividade de soluções de um sistema dinâmico, estabilidade segundo Lyapu-
nov e o teorema da variedade central para investigar a existência de bifurcação num sistema
dinâmico ([28], [3]).

O estudo do nosso modelo consiste em analisar o impacto da mobilidade humana na
transmissão de HIV/SIDA em Moçambique. Para alcançar os objectivos pretendidos, inici-
almente faremos uma revisão bibliográfica para identificar os modelos matemáticos existentes
que tratam da transmissão de HIV/SIDA e do impacto da mobilidade humana [24].

Com base nessa revisão, será formulado um modelo determinístico utilizando equações
diferenciais para descrever a dinâmica da transmissão do HIV/SIDA, incorporando factores
de mobilidade. As suposições e os parâmetros iniciais do modelo serão estabelecidos com
base em dados reais e na literatura científica.

A seguir, será realizada uma análise de estabilidade dos pontos de equilíbrio do mo-
delo para compreender o comportamento da doença e faremos a interpretação biológica dos
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resultados que surgirem durante a análise do modelo. Isso incluirá o cálculo do número
básico reprodutivo (R0). Além disso, será conduzida uma análise de sensibilidade para iden-
tificar quais parâmetros do modelo têm maior influência sobre a dinâmica da transmissão,
permitindo priorizar os parâmetros que devem ser monitorados e controlados, focando em
estratégias específicas para mitigar a propagação do HIV/SIDA.

Estratificamos a população em assintomáticos e sintomáticos. Diferentes cenários de in-
tervenção serão simulados para avaliar o impacto relativo de cada grupo na propagação do
HIV/SIDA. Com base nos resultados das simulações, serão propostas políticas de interven-
ção focadas em estratégias específicas para cada grupo, visando reduzir a transmissão do
HIV/SIDA.

Para as redações, usamos o LaTeX e o compilador TeX. Utilizamos o Spyder (Python 3)
junto com o compilador Jupyter para codificar, simular e exibir os gráficos.
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Capítulo 1

Noções Preliminares

Neste primeiro capítulo, queremos apresentar alguns conceitos e resultados da Álgebra Li-
near, Sistemas Dinâmicos, em particular Sistemas de Equações Diferenciais Não Lineares,
Estabilidade Local e Global de Sistemas de Equações Diferenciais Não Lineares e Métodos
de Lyapunov para Análise de Estabilidade Local e Global de Sistemas de Equações Dife-
renciais Não Lineares, além de algumas definições básicas do estudo de modelos matemáticos.

1.0.1 Matrizes

Definição 1.0.1.1 Consideremos a matriz quadrada

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann


n×n

(1.1)

Diz-se que um vector não nulo x ∈ Rn chama-se um autovetor de A se Ax é múltiplo
escalar de x, ou seja Ax = λx para algum escalar λ. O escalar λ chama-se autovalor de A

e dizemos que x é um autovetor associado a λ.

Teorema 1.0.1.1 Sejam a matriz (1.1) e λ um número real. Então as seguintes afirmações
são equivalentes.

i. λ é um autovalor de A;
ii. O sistema (λI − A)x = 0 de equações tem soluções não triviais;
iii. Existe um vector não nulo x tal que Ax = λx;
iv. λ é uma solução da equação caraterística |λI − A| = 0

Demonstração 1.0.1 Ver ([6], Pág 241)

5



CAPÍTULO 1. NOÇÕES PRELIMINARES

Teorema 1.0.1.2 Se uma matriz é triangular (superior, inferior ou diagonal) então os au-
tovalores de A são as entradas na diagonal principal de A.

1.0.2 Sistemas dinâmicos autónomos não lineares

Seja D ⊂ Rn um conjunto aberto e seja x −→ f(x) ∈ Rn+1 uma função de classe C1 definida
em D. Consideremos o sistema dinâmico não linear

x′ = f(x) x(0) = x0 (1.2)

Definição 1.0.2.1 O sistema de equações diferenciais 1.2 diz-se não-linear quando as fun-
ções incógnitas x ou respectivas derivadas aparecem de forma não-linear. E se f(x) depender
apenas das funções incógnitas x e não da variável independente t, O sistema de equações di-
ferenciais (1.2) diz-se autônomo.

Teorema 1.0.2.1 (Existência e unicidade de soluções). Consideremos o problema de valor
inicial em (1.2), onde x0 ∈ Rn, suponhamos que f : Rn −→ Rn é da classe C1. Então existe
uma única solução deste problema de valor inicial, mais precisamente, existe a > 0 e uma
única solução x ∈ (−a; a) −→ Rn satisfazendo a condição inicial x(0) = x0.

Demonstração 1.0.2 Ver ([22], pág 385)

1.0.3 Noções de Estabilidade

Definição 1.0.3.1 Um ponto x∗ ∈ Rn é um ponto de equilíbrio do sistema dinâmico (1.2)
se f(x∗) = 0, [14].

Definição 1.0.3.2 Um ponto de equilíbrio x∗ de (1.2) é estável se, para cada ε > 0 arbi-
trariamente pequeno, existir um δ(ε) > 0 tal que, para toda condição inicial x0 satisfazendo
||x0 − x∗|| < δ tem-se ||x(t)− x∗|| < ε para todo t ≥ 0, [27].

Definição 1.0.3.3 Um ponto de equilíbrio x∗ do sistema (1.2) é instável se ele não é estável.

Definição 1.0.3.4 Um ponto de equilíbrio x∗ é assintoticamente estável do sistema (1.2),
no sentido de Lyapunov, se for estável e ||x0 − x∗|| < δ tem-se ||x(t)− x∗|| −→ 0 , t −→ ∞

ou seja, toda solução que começa perto o suficiente de um ponto de equilíbrio assimpto-
ticamente estável, permanece próximo a ele, e convergirá para ele á medida que o tempo
passa.
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1.0.4 Critérios de estabilidade

Definição 1.0.4.1 Um polinómio real δ(s) = δ0+ δ1s+ ...+ δns
n de grau n é dito estável se

todas suas raízes tem parte real negativa, tais polinómios também são chamados de polinómios
de Hurwitz.

Teorema 1.0.4.1 (Critério de Routh-Hurwitz). Consideremos a equação caraterística |A−
λI| = λn+b1λ

n−1+b2λ
n−2+...+bn−1λ+bn = 0 que determinam n autovalores da matriz An×n.

Então todos os autovalores terão a parte real negativa se ∆1 > 0,∆2 > 0,∆3 > 0, ...,∆n > 0

Onde:

∆1 = b1; ∆2 =

∣∣∣∣∣b1 1

b3 b2

∣∣∣∣∣ ; ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 1 0

b3 b2 b1

b5 b4 b3

∣∣∣∣∣∣∣ , ...,∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 1 0 · · · 0

b2 b2 b1 · · · 0

b3 b4 b3 · · · 0
...

...
... . . . ...

b2n−1 b2n−2 b2n−3 · · · bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.3)

Lema 1.0.4.1 Seja p(λ) = λ2 + b1λ+ b2, então os λ1 e λ2 terão parte real negativa apenas
se bi > 0 onde i = 1, 2

Lema 1.0.4.2 Seja p(λ) = λ3 + b1λ
2 + b2λ+ b3, então λ1, λ2 e λ3 terão parte real negativa

se b1 > 0, b2 > 0, b3 > 0 e b1b2 − b3 > 0, [21].

Teorema 1.0.4.2 (Estabilidade de Lyapunov). Seja x∗, um ponto de equilíbrio de um sis-
tema de equações diferencias. Seja L : U −→ Rn uma função diferenciável, definida em
U ⊂ Rn Suponha ainda que:

a). L(x∗) = 0 e L(x) > 0 se x ̸= x∗;
b). L′ ≤ 0 em U − {x∗} Então x∗ é localmente estável;
c). L′ < 0 em U − {x∗} em uma região de x∗ excepto em x∗, então x∗ é localmente assinto-
ticamente estável, [6].

Definição 1.0.4.2 (Função de Lyapunov). A função L satisfazendo a) e b). é dita função
de Lyapunov para x∗

Exemplo 1.0.4.1 Consideremos o seguinte sistema{
x′ = −x+ y + xy

y′ = x− y − x2 − y3
(1.4)

Resolução 1.0.4.1 Consideremos a seguinte função candidata à de Lyapunov L(x, y) =

x2 + y2 Seja D = R2, temos que L(x∗) = 0 e L > 0, ∀(x, y) ∈ D − {x∗}

7
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L′(x, y) = 2xx′ + 2yy′ = 2x(−x+ y + xy) + 2y(x− y − x2 − y3)

= −2x2 + 2xy + 2x2y + 2xy − 2y2 − 2yx2 − 2y4

= −2x2 + 4xy − 2y2 − 2y4

= −2(x− y)2 − 2y4 < 0

É visto que L′ < 0 ∀(x, y) ∈ D − {x∗}, além disso L > 0 e L(x∗) = 0 Logo L é função de
Lyapunov e x∗ = (0, 0) é assintoticamente estável.

Teorema 1.0.4.3 (da variedade central) Consideremos um sistema de equações diferencias
com um dado parâmetro θ:

df

dt
= f(x, θ), f : Rn × R −→ Rn (1.5)

Sem perda de generalidade assumimos que a origem é um ponto de equilíbrio para o sistema
acima para todo valor do parâmetro θ, i.é, f(0, θ) ≡ 0. Assumimos ainda que:

i) A matriz A =
∂fi
∂xj

(0, 0) é a Jacobiana do sistema (1.5) avaliado na origem quando θ é

igual a zero. Ademais, A tem único autovalor nulo e os restantes tem a parte real negativa.
ii) A matriz A tem um auto-vector direito v e um auto-vector esquerdo u correspondente ao
autovalor nulo.

Seja ainda fk a k-ésima componente de f e

X =
n∑

k,i,j=1

ukvivj
∂2fk
∂xixj

(0, 0) (1.6)

e

Y =
n∑

k,i=1

ukvi
∂2fk
∂xk∂θ

(0, 0) (1.7)

Então, a dinâmica local do sistema (1.5) é determinada por X e Y :
i). X, Y > 0. Quando θ < 0 com |θ| ⩽ 1, a origem é localmente assimptoticamente estável,
e existe um outro equilíbrio positivo e instável; Quando 0 < θ ⩽ 1, a origem é instável e
existe um outro equilíbrio negativo e localmente assimptoticamente estável.
ii). X, Y < 0. Quando θ < 0 com |θ| ⩽ 1, a origem é instável, e existe um outro equilíbrio
positivo e instável; Quando 0 < θ ⩽ 1, a origem é localmente assimptoticamente estável e
existe um outro equilíbrio positivo e instável.
iii). X > 0, Y < 0. Quando θ < 0 com |θ| ⩽ 1, a origem é instável e existe um outro
equilíbrio negativo localmente assimptoticamente estável, Quando 0 < θ ⩽ 1, a origem é
estável e um possível equilíbrio positivo e instável.
iv). X < 0, Y > 0. Quando θ muda de negativo para positivo, a origem muda sua estabili-
dade de estável para instável. Correspondentemente, um equilíbrio negativo instável vem a

8
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ser positivo e localmente assimptoticamente estável.

Corolário 1.0.4.1 Para X, Y > 0 o sistema (1.5) possui uma bifurcação retardada em
θ = 0, e para X < 0, Y > 0 o sistema (1.5) possui uma bifurcação para frente em θ = 0,
[15].

Definição 1.0.4.3 O índice de sensibilidade direta normalizado de uma variável, u, que
depende diferenciadamente em um parâmetro, p, é definido em [1] como

Γu
p =

∂u

∂p
× p

u
(1.8)

1.0.5 Número reprodutivo básico (R0)

Definição 1.0.5.1 R0 é definida como sendo o número médio de infeções secundária que
um único caso poderia produzir em uma população completamente suscetível [44].

O número reprodutivo básico vem sendo muito utilizado na epidemiologia, representado por
R0 e permite detectar uma possível endemia [18]. De acordo com Anderson et al May (1991),
o número R0 é definido como o número de casos de infeçcões secundárias produzidas por um
indivíduo infetado quando é introduzido em uma população de susceptíveis.

Quando R0 > 1, o número de pessoas infectadas aumenta e, então, ocorre a proliferação
da doença, como consequência iniciará um surto, epidemia, endemia ou uma pandemia.

Agora se R0 < 1, a doença tende a se extinguir.

Existem várias maneiras de calcular o R0. Um dos métodos mais utilizados é o método da
matriz da próxima geração, que envolve a separação do sistema de equações diferenciais em
dois compartimentos: um denominado infeccioso F e outro não infeccioso V . As subpopu-
lações que representam cada um desses compartimentos são denotadas por x ∈ Rn e y ∈ Rm.

As componentes Fi do compartimento F representam as taxas que aumentam as novas
infecções no i-ésimo compartimento infeccioso, enquanto as componentes Vi do comparti-
mento V são as taxas que diminuem as infecções no i-ésimo compartimento, como morte e
recuperação. As gj referentes ao yi são os compartimentos que não têm relação com a infec-
ção, ou seja, não contribuem para o aumento nem para a diminuição da infecção. Portanto,
descrevemos o modelo da seguinte maneira:{

x′ = Fi(x, y)− Vi(x, y), i = 1, 2, 3, . . . , n

y′ = Gj(x, y), j = 1, 2, 3, . . . ,m
(1.9)
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Ou ainda podemos calcular o R0 usando a definição, neste trabalho utilizaremos a defi-
nição do R0 [8].

1.0.6 Modelos Metapopulacional com Mobilidade

Consideremos n províncias enumeradas de 1 até n. Seja xi
t a população da província i no

tempo t. Na ausência da mobilidade, a população evolui independentemente e a dinâmica
local é dada por xi

t+1 = f(xi
t), tal que t ̸= 0 e i = 1, 2, . . . , n, onde f é uma função de classe

C∞ [20].

Estabelecemos as ligações entre as subpopulações, ou seja, a possibilidade de os indivíduos
migrarem para outras províncias. O conjunto das possíveis províncias para onde os indivíduos
das províncias i poderão migrar é chamado de vizinhança da província i e é designado por
V iz(i).

Por causa da mobilidade, podemos dizer que, a cada tempo t, uma fracção µ deixa uma
dada província para outra província. Portanto, podemos considerar a fracção migratória µ,
tal que 0 ≤ µ ≤ 1.

Consideremos C = [lij] a matriz de acoplamento das províncias, onde lij indica a propor-
ção de indivíduos que saem da província j para a província i, onde 0 ≤ lij ≤ 1, i = 1, . . . , n.

Considerando lij = 0, significa que não temos mobilidade para outras província.

Definamos abaixo os operadores da dinâmica com mobilidade e sem mobilidade:

Definição 1.0.6.1 Dinâmica sem mobilidade, seja: F ∈ Rn → Rn : (x1, x2, . . . , xn) →
(f(x1), f(x2), . . . , f(xn))

Definição 1.0.6.2 Dinâmica com Mobilidade, seja: M ∈ Rn → Rn : (x1, x2, . . . , xn) →
(M(x1, x2, . . . , xn),M(x1, x2, . . . , xn), . . . ,M(x1, x2, . . . , xn))

onde,

Mk(x
1, x2, . . . , xn) = (1− µ)xk +

n∑
j=1

lkjµx
j (1.10)

com k = 1, . . . , n

O primeiro termo a direita da equação 1.10 representa os indivíduos que permanecem
na província j no tempo t, e a segunda parte representa a soma de todos os que efectuam
a mobilidade na província i. Daí que podemos definir a dinâmica da metapopulação como
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sendo dada por:

Xt+1 =


(1− µ)f(x1

t ) +
n∑

j=1

l1jµf(x
j
t)

...

(1− µ)f(xk
t ) +

n∑
j=1

lkjµf(x
j
t)


(1.11)

A matriz C = [lij] depende da vizinhança V iz(i) a ser escolhida. Com isso, podemos
definir a vizinhança de uma província dada por V iz(i) = {1 + [(i + j − 1) mod n] : i =

1, . . . , N ; i ̸= 0}, onde N é o raio da vizinhança. O número de vizinhanças de uma província
i é dado por V iz(i) = 2N .

Quando N = 1, só existe mobilidade para as províncias adjacentes à província i. Para

todas as províncias, N =
n− 1

2
para n ímpar e N =

n

2
para n par [43].

Segundo o Earn et al [19] podemos definir a matriz C da mobilidade dado por

C =



0
1

n− 1
· · · 1

n− 1
1

n− 1
0 · · · 1

n− 1
...

... . . . ...
1

n− 1

1

n− 1
· · · 0


(1.12)

Notemos que a soma das linhas da matriz acoplamento C da mobilidade deve ser igual a 1,

isto é,
n∑
i

lij = 1.

O modelo acima é aplicado quando consideramos que a matriz é simétrica, isto é, cij = cji.
A matriz não necessariamente precisa ser simétrica, porém, se a matriz C não for simétrica,
para obter a matriz de transição, segundo o trabalho de Ventura et al. [49], assumimos que
a probabilidade de um indivíduo viajar de uma província j para outra província vizinha i é
dada pela equação

pij =

∑
j mPij

Ni(0)
(1.13)

onde m é o coeficiente de mobilidade, mPij denota o número médio de pessoas esperadas
para viajar de j para i, e Ni(0) é o número de indivíduos residentes na província i no
tempo t = 0. Alternativamente, podemos determinar a probabilidade usando a proporção
do número total de indivíduos da província j dividido pelo número total de indivíduos que
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saíram para as províncias restantes i, isto é,

pij =
lij∑n
i=1 lij

(1.14)

1.0.7 Modelos Matemáticos epidemiológicos

Nesta secção, apresentaremos alguns modelos matemáticos epidemiológicos utilizados na mo-
delagem de doenças infecciosas, juntamente com algumas definições básicas empregadas no
estudo dessas doenças.
A propagação de doenças pode ser descrita por meio de modelos matemáticos epidemioló-
gicos, cujo propósito é descrever e analisar a disseminação de doenças infecciosas dentro de
uma determinada população.

Um dos primeiros estudos conhecidos sobre doenças epidemiológicas foi conduzido por
Daniel Bernoulli em 1760, com o objectivo de investigar a transmissão da varíola. Após esse
ponto inicial, e com estudos mais aprofundados na área da medicina, outros casos puderam
ser analisados com maior detalhe [31]. Na mesma época, Ronald Ross realizou um estudo
sobre a malária para demonstrar que sua transmissão ocorria pela picada de um mosquito
contaminado. Posteriormente, em 1908, elaborou um modelo matemático mais detalhado
para o estudo da doença.

Um dos modelos mais relevantes e influentes no desenvolvimento de modelos matemáticos
foi o modelo SIR (Susceptível - Infectado - Recuperado/Removido), estudado por Kermack
e McKendrick em 1927. Eles concluíram que um número pequeno de indivíduos infectados,
mesmo em contacto com indivíduos susceptíveis, não gera uma epidemia [26].

Em 1906, Hamer analisou casos nos quais a taxa de transmissão da doença ocorria por
meio do contacto entre indivíduos susceptíveis e indivíduos infectados, conhecido como Lei
de Ação das Massas [31]. A partir desse ponto, outros modelos matemáticos em Epidemiolo-
gia começaram a ser estudados, sendo conhecidos como modelos compartimentais devido à
divisão da população em compartimentos (ou classes), indicando em qual estado o indivíduo
se encontra.
A seguir, apresentamos alguns modelos matemáticos e suas definições para enriquecer nossa
compreensão no estudo de modelos matemáticos:

• Modelo SI: Neste modelo a população se divide em dois compartimentos de indiví-
duos: suscetíveis S e infectados I. Neste caso, o indivíduo que contraí a doença não se
recupera, permanece infetado para o resto da sua vida.

Exemplo 1.0.7.1 HIV/SIDA, uma vez infectado pelo HIV, o indivíduo não se recu-
pera completamente da doença.

12



CAPÍTULO 1. NOÇÕES PRELIMINARES

• Modelo SIS: Neste a população também é dividida em dois compartimentos, sus-
ceptíveis S e infectados I. Porém o indivíduo que se recupera da doença não adquire
imunidade e volta imediatamente para a classe dos susceptíveis.

Exemplo 1.0.7.2 Gripe, onde a pessoa pode contrair gripe repetidamente ao longo da
vida, pois não adquire imunidade permanente após a recuperação de um episódio de
gripe.

• Modelo SIR: Este divide a população em três compartimentos de susceptív́eis (S),
infectados (I) e recuperados/removidos (R). O indivíduo susceptív́el que contrai a
doença é removido, isto é, o indivíduo recupera adquirindo imunidade permanecendo
nesse compartimento ou então morre.

Exemplo 1.0.7.3 Sarampo, após contrair sarampo e se recuperar, a pessoa geralmente
desenvolve imunidade permanente à doença e é colocada no compartimento (R)

• Modelo SIRS: De acordo com o modelo SIR, se o indivíduo adquire uma imunidade
temporária, irá eventualmente voltar a classe dos suscetíveis.

Exemplo 1.0.7.4 Malária, a imunidade conferida pela infecção de malária é geral-
mente temporária. Após algum tempo, os indivíduos podem se tornar suscetíveis no-
vamente.

• Modelo SIQS: O modelo SIQS é um modelo que divide a população entre susceptíveis
(podem contrair a doença), infectados (doentes e podem propagar a doença), e os
que estão isolados em quarentena (Q). Neste caso, os indivíduos que estão infectados
passam pelo período da quarentena, que pode ser um isolamento em casa (doenças mais
brandas) ou forçado em hospitais ou unidades especializadas (doenças mais graves) [39].

Exemplo 1.0.7.5 COVID-19, Durante a pandemia de COVID-19, medidas de qua-
rentena e isolamento foram amplamente implementadas para controlar a propagação
do vírus. Indivíduos infectados com COVID-19 eram frequentemente isolados para re-
duzir o risco de transmissão para outros, especialmente aqueles com sintomas graves
que requeriam hospitalização.
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Capítulo 2

Modelo da Mobilidade Humana com
Assintomáticos e Sintomáticos

Neste segundo capítulo, serão colocadas as suposições do modelo em estudo e a sua res-
pectiva formulação, ilustrando primeiramente a dinâmica de propagação do HIV/SIDA em
Moçambique por meio de um fluxograma e as equações diferenciais que o fluxograma re-
flete. O modelo proposto é uma extensão do modelo apresentado por Augustino Isdory et
al. (2015) [24], que retrata o impacto da mobilidade humana. No entanto, eles não analisam
a separação entre assintomáticos e sintomáticos, enquanto no nosso modelo incluímos essas
duas classes.

Considerando que a probabilidade de transmissão da infecção por contacto com um in-
fectado sintomático (I) e um assintomático (A) é diferente, esta diferença está relacionada
com o estado de saúde que cada um apresenta. Os indivíduos sintomáticos apresentam sinais
visíveis da doença, como febre, tosse, dores no corpo, entre outros, e, devido a esses sintomas,
têm maior probabilidade de aderir ao tratamento ou à testagem para o HIV/SIDA. Por outro
lado, os indivíduos assintomáticos estão infectados, mas não apresentam sintomas, o que faz
com que vivam muito tempo sem saber o seu estado de saúde em relação ao HIV/SIDA.
Mesmo na ausência de sintomas, os assintomáticos continuam a ser infecciosos e capazes de
transmitir o vírus a outras pessoas.

Consideramos também a classe dos Imunes ou Removidos (R), que são indivíduos que
ficaram infectados e, devido ao tratamento, tornam-se indetectável como seropositivos. Além
disso, perdem a capacidade de transmitir a doença a outros indivíduos, ou seja, são indi-
víduos que já não contribuem para a transmissão da doença, uma vez que não há mais o
efeito activo do vírus. Embora não seja considerado no nosso modelo, assumimos que o
factor que leva os indivíduos a aderir à classe dos imunes/removidos é o tratamento, ou
seja, desde o momento em que os indivíduos conhecem o seu estado seropositivo, passam
a ter cuidados médicos que podem resultar em uma imunidade alta e os tornam indetectáveis.
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No modelo proposto, consideramos ainda a existência de uma força de infecção (λ), que re-
presenta a quantidade de susceptíveis infectados por indivíduos sintomáticos e/ou assintomá-
ticos. No entanto, segundo o boletim do Ministério de Saúde ([12], [11] e [37]), os infectados
podem morrer devido ao HIV/SIDA, ou seja, morte induzida (δ), e os indivíduos assintomá-
ticos e sintomáticos contêm o vírus do HIV/SIDA com uma taxa de morte natural (µ). A po-
pulação (N) é variável (não constante), dada por N(t) = S(t)+I(t)+A(t)+R(t), com as con-
dições iniciais S(0) = S0 > 0; I(0) = I0 ≥ 0;A(0) = J0 ≥ 0;R(0) = A0 ≥ 0;N(0) = N0 > 0.

2.0.1 Formulação do Modelo de HIV/SIDA para Moçambique com

e sem a Mobilidade Humana

Desde o surgimento do HIV, a modelagem da sua dinâmica tem sido abordada por muitos
pesquisadores, também conhecidos como modeladores. Alguns dos modelos são conhecidos
como modelos meta-populacionais, nos quais as áreas são divididas em diferentes regiões de
acordo com as posições geográficas. Essas regiões podem incluir cidades, aldeias, vilas ou
províncias, de modo que as conexões entre as regiões se dão através das pessoas que viajam
entre elas. Vários estudos já foram realizados sobre a dinâmica da transmissão de doenças
entre regiões. Por exemplo, Sattenspiel et al. [38], Arino J et al. [7], Coffee M et al. [16], en-
tre outros modeladores de doenças infecciosas, utilizaram modelos meta-populacionais para
estudar a disseminação de diversas doenças, como a disseminação do sarampo influenciada
por viagens. Este tipo de modelo foi também utilizado para analisar a influência de duas
regiões na estabilidade da gripe e de muitas outras doenças.

O objectivo deste trabalho é desenvolver um modelo matemático para avaliar o impacto
da mobilidade humana na transmissão de HIV/SIDA em Moçambique. Modificamos o mo-
delo proposto por Augustino Isdory et al. [24], que não inclui as classes de infectados
assintomáticos e sintomáticos, como é comum nos modelos de HIV. Introduzimos, assim,
as classes dos sintomáticos e assintomáticos, que incorporam os indivíduos que apresentam
sintomas e os que não apresentam sintomas. O principal motivo da inclusão dessas novas
classes é para entender quais são os indivíduos que mais contribuem nessa dinâmica e quais
indivíduos podem ter o maior impacto na propagação da doença.

Anderson et al. (1986) desenvolveram um modelo para o estudo da dinâmica do HIV, o
qual ainda tem contribuído para o entendimento de factores presentes em pandemias [5].
O modelo proposto por Augustino Isdory et al. (2015) considera dois estágios de infecções
do vírus anteriores á SIDA no mesmo compartimento, o assintomático e o sintomático. A
população total é dividida em três subpopulações: os susceptíveis (S), os infectados pelo
HIV (I) e os Removidos (R). Neste modelo, introduzimos duas classes infecciosas, ou seja,
assintomáticas e sintomáticas, que não foram abordadas no modelo criado por Augustino
Isdory et al. [24].
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Com essas novas classes, a população total será dada por N(t) = S(t) + I(t) + A(t) +R(t).
Dai teremos o seguinte fluxograma e o sistema de equações diferenciais ordinárias, que

descrevem a dinâmica do HIV:

Figura 2.1: Fluxograma que representa a propagação de HIV/SIDA com a Mobilidade
Humana

Onde:
λ = c

[
β1

∑
Iij∑
Nij

+ β2

∑
Aij∑
Nij

]
(2.1)

Assumimos que l e r são taxas de retorno e de saída das visitas a outra região.
Assumimos que os parâmetros básicos que governam os efeitos da doença e a demografia da
população são iguais.
Assumimos que as visitas duram em média uma semana, então r = 52 semanas que corres-
pondem a um ano [24].

Assumimos que o tamanho da população total é variável dado por N(t) em relação ao
tempo.
Partindo do pressuposto do relatório do Ministério de Saúde, assumimos que os infectados
assintomáticos e sintomáticos têm taxas de infecção diferentes, isto é, β2 ≥ β1.
Assumimos ainda que os indivíduos retornam à sua região de origem antes de partir para
outra região e não há migração e emigração permanente entre as subpopulações, de modo
que os indivíduos viajam para outras regiões ocasionalmente.
Além disso, assumimos que o recrutamento ocorre dentro das regiões de origem, ou seja, Sii

é o único termo que aumenta o crescimento populacional.

A classe susceptível na região i é composta por aqueles recém-recrutados ao grupo sexu-
almente activo, com taxa de V = v · p, onde v é a população nacional e p é a proporção total
de indivíduos que vivem na região i. Os susceptíveis são perdidos ao se tornarem infectados

pelo HIV na taxa de βicSii

∑
Iij∑
Nij

, morrendo por causas naturais com uma taxa de µSii, e
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o total de indivíduos susceptíveis que se deslocam da região i para a região j a uma taxa∑
j

rSij por indivíduo.

O βi é o parâmetro de transmissão de HIV ou a probabilidade de transmissão para a
região i. A equação que determina essa dinâmica dos susceptíveis Sii na região i é dada por:

S ′
ii = Vi − λ2Sii − µSii +

∑
j

rSij −
∑
j

ljiSji (2.2)

Indivíduos susceptíveis da região j que são originários da região i são recrutados pela taxa
que é regida pelo número de pessoas que voltam à região j com uma taxa de

∑
j

rSij. Os

indivíduos susceptíveis da região j são perdidos naturalmente por uma taxa de µSij e aqueles

que adquirem infecções por HIV a uma taxa de βicSij

∑
Iij∑
Nij

por ano, respetivamente. Da

mesma forma, a equação diferencial que descreve a dinâmica dos indivíduos susceptíveis Sij

na região i é dada por:

S ′
ij = −λ2Sij −

∑
j

rSij − µSij +
∑
j

ljiSji (2.3)

A população infectada sintomática da região Iii é recrutada a uma taxa de βicSii

∑
Iij∑
Nij

,

aqueles que retornam têm uma taxa
∑
j

rlij, os infecciosos são reduzidos por aqueles que

morrem naturalmente a uma taxa de µIii, aqueles que morrem devido à doença a uma taxa
de δIii, aqueles que progridem para a classe dos imunes na taxa (1 − b)πIii e aqueles que
viajam para fora da região a uma taxa de

∑
j

ljiIji. Essa dinâmica é determinada pela

seguinte equação diferencial não linear:

I ′ii = (1− a)λ2 + fγAii − (1− b)πIii −
∑
j

ljiIji +
∑
j

rIij − µIii − δIii − bπIii (2.4)

A população infectada sintomática Iij é recrutada por aqueles que adquirem infecções

por HIV na região i a uma taxa de β2cSij

∑
Iij∑
Nij

e aqueles que vêm para uma visita à taxa∑
j

ljiIji. Indivíduos que progridem para a classe dos imunes a uma taxa (1− b)πIij, aqueles

que voltam à região i a uma taxa rIij, morrem naturalmente a uma taxa µIij e morrem
devido à doença na taxa δIij, indivíduos. Essa dinâmica é determinada também pela saída e
entrada dos indivíduos da classe infectada assintomática para classe sintomática e vice-versa
com as taxas bπIij e fγAij. A equação diferencial não linear que descreve essa dinâmica dos
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indivíduos infecciosos Iij na região i é dada por:

I ′ij = (1− a)λ2 +
∑
j

ljiIji −
∑
j

rIij − µIij − δIij − (1− b)πIij − bπIij + fγAij (2.5)

A população infectada assintomática da região Aii é recrutada a uma taxa de cβ1Sii

∑
Aij∑
Nij

.

Aqueles que retornam têm uma taxa
∑
j

rAij. Os infecciosos são reduzidos por aqueles que

morrem naturalmente a uma taxa de µAii, e aqueles que morrem devido à doença têm uma
taxa de δAii. Aqueles que progridem para a classe dos imunes têm uma taxa de (1− f)γAii.
Aqueles que viajam para fora da região têm uma taxa de

∑
j

ljiAji, e aqueles que progri-

dem para a classe dos sintomáticos e vice-versa têm taxas fγAii e aIii. Essa dinâmica é
determinada pela seguinte equação diferencial:

A′
ii = aλ2 − µAii − δAii −

∑
j

ljiAji +
∑
j

rAij + bπIii − (1− f)γAii − fγAii (2.6)

A população infectada assintomática Aij é recrutada por aqueles que adquirem infecções

por HIV na região i a uma taxa de β1c Sij

∑
Aij∑
Nij

e aqueles que vêm para uma visita à taxa∑
j

ljiAji. Indivíduos que progridem para classe dos imunes a uma taxa (1− f)γAij, aqueles

que voltam à região i a uma taxa
∑
j

rAij, morrem naturalmente a uma taxa µAij e morrem

devido à doença na taxa δAij, indivíduos, e são determinados também pela saída e entrada
dos indivíduos da classe infectada assintomática para classe sintomática e vice-versa com
as taxas fγAij e bπIij. A equação diferencial não linear que descreve essa dinâmica dos
indivíduos infecciosos Aij na região i é dada por:

A′
ij = aλ2 −

∑
j

rAij +
∑
j

lijAji − µAij − δAij − fγAij − (1− f)γAij + bπIij (2.7)

Os indivíduos Removidos Rii são recrutados por indivíduos infecciosos sintomáticos Iii e
infeccioso assintomáticos Aii que progridem para a classe removida ou imune a uma taxa de
πIii e os outros que retornam de visitar diferentes regiões a uma taxa de

∑
j

rRji.

Eles são diminuídos devidos a quem visita outras regiões na taxa de
∑
j

ljiRji, morrem devido

a doença na taxa δRii e morre naturalmente por uma taxa de µRii e aqueles que progridem
para a classe dos removidos saindo da classe assintomática Aii com a taxa de γAii, temos a
seguinte equação que determina a dinâmica dos indivíd́uos imunes a região i:

R′
ii = (1− b)πIii + (1− f)γAii −

∑
j

ljiRji +
∑
j

rRij − µRii (2.8)
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Os indivíduos Removidos Rij são recrutados por indivíduos infectados Iii e infeciosos Aij

que progridem para a classe removida ou imune a uma taxa de πIij, e aqueles que retornam
de visitar diferentes regiões a uma taxa de

∑
j

rRij. Eles são diminuídos devido a quem

visita outras regiões na taxa de ljiRji, morrem devido à doença na taxa δRij e morrem na-
turalmente a uma taxa de µRij. Aqueles que progridem para a classe dos removidos, saindo
da classe assintomática Aij e Iij, com a taxa de γAij e πIij. Temos a seguinte equação que
determina a dinâmica dos indivíduos imunes da região j:

R′
ij = (1− b)πIij + (1− f)γAij +

∑
j

ljiRji −
∑
j

rRij − µRij (2.9)

Resumindo, temos o seguinte sistema de equações diferenciais que descreve a dinâmica do
modelo anterior dado por:



S ′
ii = Vi − λ2Sii − µSii +

∑
j

rSij −
∑
j

ljiSji

S ′
ij = −λ2Sij −

∑
j

rSij − µSij +
∑
j

ljiSji

I ′ii = (1− a)λ2Sii + fγAii − (1− b)πIii −
∑
j

ljiIji +
∑
j

rIij − µIii − δIii − bπIii

I ′ij = (1− a)λ2Sij +
∑
j

ljiIji −
∑
j

rIji − µIij − δIij − (1− b)πIij − bπIij + fγAij

A′
ii = aλ2Sii − µAii − δAii −

∑
j

lijAij +
∑
j

rAji + bπIii − (1− f)γAii − fγAii

A′
ij = aλ2Sij −

∑
j

rAij +
∑
j

ljiAji − µAij − δAij − fγAij − (1− f)γAij + bπIij

R′
ii = (1− b)πIii + (1− f)γAii −

∑
j

ljiAji +
∑
j

rRij − µRii

R′
ij = (1− b)πIij + (1− f)γAij +

∑
j

ljiRji −
∑
j

rRij − µRij

(2.10)
Para calcular o número básico de reprodução R0 do sistema de equações do sistema (2.10)

consideramos apenas equações dos estados que incluem os indivíduos infectados.
No nosso modelo, assumimos que as classes susceptíveis e as removidas não contribuem para
a transmissão do HIV. A única classe envolvida na transmissão da doença é a classe in-
fecciosa. Portanto, escrevemos o sistema que representa os indivíduos infecciosos em uma
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determinada região e aqueles que se deslocam entre essas regiões da seguinte forma:

I ′ii = (1− a)λ2Sii + fγAii − (1− b)πIii −
∑
j

ljiIji +
∑
j

rIij − µIii − δIii − bπIii

I ′ij = (1− a)λ2Sij +
∑
j

ljiIji −
∑
j

rIji − µIij − δIij − (1− b)πIij − bπIij + fγAij

A′
ii = aλ2Sii − µAii − δAii −

∑
j

lijAij +
∑
j

rAji + bπIii − (1− f)γAii − fγAii

A′
ij = aλ2Sij −

∑
j

rAij +
∑
j

ljiAji − µAij − δAij − fγAij − (1− f)γAij + bπIij

(2.11)
O cálculo de R0 pelo operador da matriz da próxima geração começa com equações do

sistema que envolvem a parte de transmissão que descreve a produção de novas infecções
e depois com aquelas que envolvem a parte de transição, descrevendo mudanças de estado
entre os indivíduos infectados.
A parte de transmissão é representada por

Fi =



(1− a)cSiiβ1

∑
j Iij∑
j Nij

(1− a)cSijβ2

∑
j Iij∑
j Nij

acSiiβ1

∑
j Aij∑
j Nij

acSijβ1

∑
j Aij∑
j Nij


A parte de transição, que descreve mudanças de estado, é obtida a partir de

Vi =



fγAii − (1− b)πIii −
∑
j

lijIij +
∑
j

rIij − µIii − δIii − bπIii∑
j

ljiIji −
∑
j

rIij − µIij − δIij − (1− b)πIij − bπIij + fγAij

−µAii − δAii −
∑
j

ljiAji +
∑
j

rAij + bπIii − (1− f)γAii − fγAii

−
∑
j

rAij +
∑
j

ljiAji − µAij − δAij − fγAij − (1− f)γAij + bπIij


O número básico de reprodução R0 proposto por van den Driesche e Whatmough [48], é

o raio espectral da matriz G = FV −1. Portanto, R0 = max[λ1, λ2, . . . λk]|
Neste caso, o número básico de reprodução não pode ser escrito explicitamente, pois depende
das taxas de viagem, dos parâmetros demográficos e epidêmicos.
Portanto, o R0 pode ser calculado numericamente se considerarmos a ausência de variações
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regionais nas equações do sistema 2.10, isto é, lij = r = 0, obtemos o seguinte fluxograma e
sistema de equações diferenciais:

Figura 2.2: Fluxograma que representa a propagação de HIV/SIDA sem a Mobilidade Hu-
mana

Onde: λ =
c(β1I + β2A)

N 

S ′ = V − λS − µS

I ′ = (1− a)λS + fγA− (π + µ+ δ)I

A′ = aλS + bπI − (γ + µ+ δ)A

R′ = (1− b)πI + (1− f)γA− µR

(2.12)

O domínio do sistema acima e dado por: Γ = {(S, I, A,R) : S + I +A+R ≥ 0, S(0) = S0 >

0; I(0) = I0 ≥ 0;A(0) = A0 ≥ 0;R(0) = R0 ≥ 0;N(0) = N0 > 0}
Onde temos N(t) = S(t) + I(t) + A(t) +R(t)

Antes de começarmos a analisar o modelo de mobilidade, iremos analisar o sistema de
equações que representam o modelo sem mobilidade. Em seguida, iremos analisar o modelo
com a mobilidade de forma numérica/computacional.
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2.0.2 Análise do Modelo sem a Mobilidade Humana

S ′ = V − λS − µS

I ′ = (1− a)λS + fγA− (π + µ+ δ)I

A′ = aλS + bπI − (γ + µ+ δ)A

R′ = (1− b)πI + (1− f)γA− µR

(2.13)

O domínio do sistema acima e dado por: Γ = {(S, I, A,R) : S + I +A+R > 0, S(0) = S0 >

0; I(0) = I0 ≥ 0;A(0) = A0 ≥ 0;R(0) = R0 ≥ 0;N(0) = N0 > 0}
Onde temos N(t) = S(t) + I(t) + A(t) +R(t)

Derivando o N e usando as equações (2.3) obtemos as N ′ = V − µN − δ(I + A)

Resolvendo obtemos

N(t∗) = e−µt

∫
eµt [V − δ(I + A)] dt =

V

µ
− e−µt

∫ [
δ(I + A)eµt

]
dt (2.14)

e quanto t → ∞ temos N(t) → V

µ

Teorema 2.0.2.1 Existe um domínio Γ no qual a solução do sistema dado por {S, I, A,R}
está controlada e limitada.

Solução controlada refere-se a uma solução do sistema que atende a certas restrições ou
condições específicas que garantem que o comportamento das variáveis do modelo seja bem
definido e permanecem dentro de um domínio Γ.

Demonstração 2.0.1 Consideremos a solução do sistema (2.13) dada por (S, I, A,R) com
condições iniciais não-negativas. Definimos a função N : R4 −→ R dada por
N(S, I, A,R) = S + I + A+R,
onde a derivada de N em relação ao tempo é dada por

N ′(t) =
4∑

i−1

dxi

dt
, xi ∈ {S, I, A,R}

donde temos N ′ = V − µN − δ(I + A), e usando o resultado encontrado em (2.14) ,

obtemos N(t) → V

µ
. Portanto o modelo descrito pelas equações (2.13) está definida no

conjunto positivamente invariante

Γ =

{
(S, I, A,R) ∈ R4

+ : 0 < S + I + A+R ≤ N0 =
V

µ

}
(2.15)

Teorema 2.0.2.2 As soluções (S, I, A, J) do sistema (2.13) no domínio Γ em condições
iniciais não negativas, permanecem não negativas em Γ para todo o tempo t > 0.

Demonstração 2.0.2 Provemos agora por contradição que S(t) > 0 para todo t ≥ 0. Seja
algum t > 0 tal que S(t∗) = 0 e S ′(t∗) ≤ 0 e N, I, A,R > 0 para 0 < t < t∗. En-
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tão da primeira equação do sistema temos: S ′(t∗) = V − λS(t∗) − µS(t∗) ⇐⇒ S ′(t∗) =

V − cS(t∗)
β1I(t

∗) + β2A(t
∗)

N(t∗)
−µS(t∗) = V > 0 o que contradiz que S(t∗) = 0, logo S(t) > 0.

De modo análogo podemos provar que N(t) > 0 para todo t ≥ 0. Seja algum t > 0 tal que
N(t∗) = 0 e N ′(t∗) ≤ 0 e S, I, A,R > 0 para 0 < t < t∗. Então da ultima equação do sistema

temos: N ′(t∗) = V −µN(t∗)−δ[I(t∗)+A(t∗)] ⇐⇒ N(t∗) = N0e
−µt

∫
eµt [V − δ(I + A)] dt >

0, visto que o V − δ(I + A) > 0 ⇐⇒ V > δ(I + A) o que contradiz a suposição de que
N(t∗) = 0, logo N(t) > 0.

Provemos também por redução ao absurdo que A(t) > 0 para todo t > 0. Suponhamos
algum t∗ > 0 tal que A(t∗) = 0 e que A(t) > 0 para 0 < t < t∗.
Consideremos a equação, R′(t) = (1 − b)πI + (1 − f)γA − µR(t) ⇐⇒ R′(t) + µR(t) =

(1− b)πI(t) + (1− f)γA(t)

Reµt =

∫ x∗

0

eµt((1−b)πI+(1−f)γA)dt ⇐⇒ R = R0e
−µt

∫ x∗

0

eµt((1−b)πI+(1−f)γA)dt > 0

Logo, R(t) > 0 e analogamente, seguindo o mesmo raciocínio obtemos I(t) > 0, A(t) > 0,
provando assim a existência de soluções positivas.

2.0.3 Ponto de Equilíbrio Livre da Doença

Pontos de equilíbrio livre da doença será obtido resolvendo o sistema (2.13) tendo em conta
que as derivadas assim como as variáveis I = A = R = 0, isso significa que não existem
doença, ou seja: 

S ′ = V − λS − µS = 0

I ′ = (1− a)λS + fγA− (π + µ+ δ)I = 0

A′ = aλS + bπI − (γ + µ+ δ)A = 0

R′ = (1− b)πI + (1− f)γA− µR = 0

(2.16)

Resolvendo obtemos os seguinte pontos E0 = (
V

µ
, 0, 0, 0)

2.0.4 Número reprodutivo básico (R0)

Definição 2.0.4.1 R0 é definida como sendo o número de infecções secundária que um
único caso poderia produzir em uma população completamente susceptível [44].

O número básico de reprodução é um termo matemático usado em epidemiologia para
indicar quão contagiosa é uma doença infecciosa, indicando o número médio de novas in-
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fecções que uma pessoa infectada tende a transmitir durante o seu período de infeciosidade
numa população totalmente susceptível.

O parâmetro adimensional R0, que determina a dinâmica do modelo, diz se a doença vai
espalhar-se ou não na população. R0 < 1 significa que um indivíduo é capaz de infetar, em
média, menos que um indivíduo e, neste caso, a doença se extingue. Se, por outro lado,
R0 > 1, um infectado transmite a doença, em média, para mais de um indivíduo susceptível.
Neste caso, a doença permanece endémica na população [33].

O parâmetro R0 pode ser determinado de várias maneiras, entre elas usaremos a definição
do R0. Podemos calcular o R0 como sendo a probabilidade que um infectado tem de passar
a doença por unidade de tempo multiplicado pelo tempo de infeciosidade [8].

R0 =(taxa de contacto)×(Probabilidade de infecção)×(tempo médio de infec-
ção).

A probabilidade por unidade de tempo referido na formula acima, corresponde a parte
positiva das equações I ′ e A′ (tempo de interação) uma vez que se refere á probabilidade de
cada infeccioso.
Tempo médio de infeciosidade é o inverso do modulo do quociente do termo negativo que
multiplica I e A nas equações dos infectados sintomáticos e assintomáticos do sistema 2.16.

1o Caso: R01 =
(1− a)cβ1

π + δ + µ
+

acβ2

µ+ δ + γ

ou

2o Caso: R02 =
(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
+

acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb

(µ+ δ + γ)(µ+ π + γ)− fbγπ

Demonstração 2.0.3 1o Caso: Para f = b = 0, isto é, sem indivíduos progredindo para
os infetados sintomáticos e ou para assintomáticos então o sistema será dado por:



S ′ = V − λS − µS = 0

I ′ = (1− a)λS + fγA− (π + µ+ δ)I = 0

A′ = aλS + bπI − (γ + µ+ δ)A = 0

R′ = (1− b)πI + (1− f)γA− µR = 0

Onde: λ =
c(β1I + β2A)

N
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Pela definição do R0 temos que, os termos que multiplicam com as variáveis I e A são
(π + µ+ γ) e (δ + µ+ γ).

Assim, multiplicando a probabilidade por unidade de tempo de infeciosidade, teremos
um termo adimensional, levando em consideração que, [(1 − a)cβ1] = [t]; [acβ2] = [t]

[µ + π + δ] = [t]−1 e [µ + δ + γ] = [t]−1, temos que, a expressão
(1− a)cβ1

π + δ + µ
+

acβ2

µ+ δ + γ
é adimensional,logo, podemos dizer que o parâmetro adimensional, número reprodutivo
básico da doença, R0 será dado por:

R01 =
(1− a)cβ1

π + δ + µ
+

acβ2

µ+ δ + γ
(2.17)

Demonstração 2.0.4 2o Caso: Para f ̸= 0 e b ̸= 0, isto é, com indivíduos progredindo
para os infectados sintomáticos e ou para assintomáticos que quer dizer que o número de
novas infeções será duplicado, então o sistema será dado por:



S ′ = V − λS − µS = 0

I ′ = (1− a)λS + fγA− (π + µ+ δ)I = 0

A′ = aλS + bπI − (γ + µ+ δ)A = 0

R′ = (1− b)πI + (1− f)γA− µR = 0

(2.18)

Pela definição do R0 temos que, os termos que multiplica com as variáveis I e A são
(π + µ+ γ)(µ+ π + γ)− fbγπ e (π + µ+ γ)(µ+ π + γ)− fbγπ.
Assim, multiplicando a probabilidade por unidade de tempo de infeciosidade, teremos um
termo adimensional, levando em consideração que, , [(1 − a)cβ1] = [t]; [acβ2] = [t] e
[(π + µ+ γ)(µ+ π + γ)− fbγπ] = [t]−1 temos que a expressão:

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
+

acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb

(µ+ δ + γ)(µ+ π + γ)− fbγπ
é adimensional, logo,

podemos dizer que o parâmetro adimensional, número reprodutivo básico da doença, R02 será
dado por:

R02 =
(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
+

acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb

(µ+ δ + γ)(µ+ π + γ)− fbγπ
(2.19)

Visto que R0 pela definição deve ser positivo então, temos que (µ+δ+γ)(µ+π+γ)−fbγπ ̸= 0

e (µ + δ + γ)(µ + π + γ) − fbγπ > 0 portanto, assumimos que o denominador é positivo e
diferente de zero.
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2.0.5 Interpretação Biológica do R01

Para melhor interpretação biológica do número básico de reprodução R0 reescrevemos a ex-
pressão na seguinte forma: R01 = Rp + Rq porque se for negativo não teremos o numero de
novas infecções.

Onde:

Rp =
(1− a)cβ1

π + δ + µ

Rq =
acβ2

µ+ δ + γ

• Rp: Representa o número de novos casos causado pelo contacto de um infectado sinto-
mático e um susceptível;

• Rq: Representa o número de novos casos causado pelo contacto de um infectado assin-
tomático e um e um susceptível;

• 1

π + δ + µ
: é o tempo pelo qual as pessoas permanecem infecciosos e sintomáticos;

• 1

µ+ δ + γ
: é o tempo pelo qual as pessoas permanecem infecciosos e assintomáticos;

• β1: é a probabilidade ou taxa de contacto de susceptíveis e infectados sintomáticos;

• β2 é a probabilidade ou taxa de contacto de susceptíveis e infectado assintomático;

• c: é um número médio de parceiros sexuais;

• a: é fracção de novos casos que progride para o estágio dos assintomáticos;

• 1− a: é fracção dos novos casos que progride para sintomáticos.

2.0.6 Interpretação Biológica do R02

Para melhor interpretação biológica do número básico de reprodução R0 reescrevemos a ex-
pressão na seguinte forma:

R02 = Rp +Rq
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Onde:

Rp =
(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ

Rq =
acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb

(µ+ δ + γ)(µ+ π + γ)− fbγπ

• Rp: Representa o número de novos casos de infecção causado pelo contacto de um
infectado sintomático com um susceptiv́eis;

• Rq: Representa o número de novos casos de infecção causado pelo contacto de um
infectado assintomático com um susceptiv́eis;

• µ+ δ + γ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
: é o tempo médio de novas infecções geradas por um

infeccioso sintomat́ico durante o período de tempo que ele permanece no I;

• fγ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
: é o tempo pelo qual as pessoas levam para se progredir

a classe dos sintomático;

• π + δ + µ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
: é o tempo de novas infecções geradas por um infeccioso

assintomat́ico durante o período de tempo que ele permanece no A;

• bπ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
: é o tempo pelo qual as pessoas levam para se progredir

a classe dos assintomáticos;

2.0.7 Ponto de Equilíbrio endémico da Doença

Quando a doença já tiver se espalhado na população, o ponto de equilíbrio E∗ = (S∗, I∗, A∗, R∗)

do sistema descrito pelas equações do modelo obtém-se resolvendo o sistema, isto é:

S ′ = V − λS − µS = 0

I ′ = (1− a)λS + fγA− (π + µ+ δ)I = 0

A′ = aλS + bπI − (γ + µ+ δ)A = 0

R′ = (1− b)πI + (1− f)γR− µR = 0

(2.20)

Onde: λ =
c(β1I + β2A)

N
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1o Caso: Resolvendo o sistema para f = b = 0 teremos os seguintes pontos de equilíbrios:

A∗ =
a(µ+ δ + π)

(1− a)(δ + γ + µ)
I∗ (2.21)

R∗ =
π(1− a)(δ + µ+ γ) + γa(π + δ + µ)

µ(1− a)(δ + µ+ γ)
I∗ (2.22)

S∗ =
(µ+ δ + π)(µ+ δ + γ)

cβ1(1− a)(µ+ δ + γ) + acβ2(π + µ+ γ)
N∗ (2.23)

1

S∗ =

(1− a)cβ1

π + δ + µ
+

acβ2

µ+ δ + γ

N∗ ⇐⇒ 1

S∗ =
R01

N∗ =⇒ S∗ =
N∗

R01

Portanto S∗ pode ser escrito como: S∗ =
N∗

R01

N∗ =
V

µ
− δ

µ
[1 +

a(µ+ δ + π)

(1− a)(δ + γ + µ)
]I∗ (2.24)

2o Caso: Resolvendo o sistema para f ̸= 0 e b ̸= 0 teremos os seguintes pontos de equi-
líbrios:

A∗ =
a(µ+ δ + π) + bπ(1− a)

(1− a)(δ + γ + µ) + afγ
I∗ (2.25)

R∗ =
(1− b)π[(1− a)(δ + µ+ γ) + afγ] + (1− f)γ[a(π + δ + µ) + bπ(1− a)]

µ[(1− a)(δ + µ+ γ) + afγ
I∗ (2.26)

S∗ =
(µ+ δ + π)[(1− a)(µ+ δ + γ) + fγ]− fγ[a(π + γ + µ) + bπ(1− a)]

1− a)cβ1[(1− a)(µ+ δ + γ) + afγ] + acβ2[(π + γ + µ) + bπ(1− a)]N∗ (2.27)

1

S∗ =

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
+

acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb

(µ+ δ + γ)(µ+ π + γ)− fbγπ

N∗ ⇐⇒ S∗ =
N∗

R02

Portanto S∗ pode ser escrito como: S∗ =
N∗

R02

N∗ =
V

µ
− δ

µ
[1 +

a(µ+ δ + π) + bπ(1− a)

(1− a)(δ + γ + µ) + afγ
]I∗ (2.28)

Portanto, os pontos de equilíbrio serão dados por: E∗ = (S∗, I∗, A∗, R∗)
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2.0.8 Análise de Estabilidade do ponto de equilíbrio livre da doença

Seja dado o seguinte sistema a baixo:



S ′ = V − λS − µS

I ′ = (1− a)λS + fγA− (π + µ+ δ)I

A′ = aλS + bπI − (γ + µ+ δ)A

R′ = (1− b)πI + (1− f)γR− µR

(2.29)

No estudo da estabilidade, usaremos o critério de Routh-Hurwitz para verificar a estabi-
lidade local do ponto do equilíbrio livre da doença e usaremos o método da matriz teorético
[40] para achar uma função de Lyapunov e verificar a estabilidade global.

Vimos que o ponto de equilíbrio livre da doença do sistema (2.29) é dado por: E0 =(
V

µ
, 0, 0, 0

)
. Calculemos a matriz jacobiana do sistema (2.29):

J ′(E0) =


−µ −cβ1 −cβ2 0

0 (1− a)cβ1 − (π + µ+ δ) (1− a)cβ2 + fγ 0

0 acβ1 + bπ aβ2c− (δ + µ+ γ) 0

0 (1− b)π (1− f)γ −µ

 (2.30)

Teorema 2.0.8.1 Se R0 < 1, o ponto de equilíbrio livre da doença E0 é localmente assinto-
ticamente estável, se R0 > 1 o ponto de equilíbrio livre de doença é instável, [17].

Demonstração 2.0.5 Para a análise da estabilidade do sistema (2.29) faremos a lineari-
zação, por meio da matriz jacobiana, que é dada por:

J ′(E0) =


−µ −cβ1 −cβ2 0

0 (1− a)cβ1 − (π + µ+ δ) (1− a)cβ2 + fγ 0

0 acβ1 + bπ aβ2c− (δ + µ+ γ) 0

0 (1− b)π (1− f)γ −µ

 (2.31)

Vamos calcular o determinante e a equação caraterística do sistema:
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det (J ′(E0)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−µ −cβ1 −cβ2 0

0 (1− a)cβ1 − (π + µ+ δ) (1− a)cβ2 + fγ 0

0 acβ1 + bπ aβ2c− (δ + µ+ γ) 0

0 (1− b)π (1− f)γ −µ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (2.32)

Det(J) = (λ+ µ)2[λ2 − (a22 + a33)λ+ a22a33 − a32a23] = 0 (2.33)

λ1,2 = −µ

Onde:
a22 = (1− a)cβ1 − (π + µ+ δ)

a33 = aβ2c− (δ + µ+ γ)

a32 = acβ1 + bπ

a23 = (1− a)cβ2 + γf

Usando o lema 1.0.4.1, o polinómio acima terá parte positiva se: −(a22 + a33) > 0 e
a22a33 − a32a23 > 0 substituindo os valor de aij nas desigualdade acima teremos que:

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ
+

acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb

(µ+ δ + γ)(µ+ π + γ)− fbγπ
< 1 (2.34)

∴ R02 < 1

Considerando f = b = 0 teremos o segundo caso do R01 < 1 , isto é:

(1− a)cβ1

π + δ + µ
+

acβ2

µ+ δ + γ
< 1 (2.35)

∴ R01 < 1

logo o sistema (2.29) terá todos auto-valores reais e negativos se R0 < 1, assim fica pro-
vado o Teorema.

Esta proposição garante-nos uma estabilidade local do ponto de equilíbrio livre da doença,
temos que o ponto livre do modelo é estável para R0 < 1 e é instável se R0 > 1.
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2.0.9 Análise de Estabilidade do ponto de equilíbrio endémico da

doença

Proposição 2.0.9.1 O ponto de equilíbrio endêmico é Globalmente assimptoticamente es-
tável.

Demonstração 2.0.6 Usando o método directo de Lyapunov, consideremos a função L :

R4 −→ R definida por L =
C

2

[
4∑

i=1

(x− xi)

]2

, C > 0,

para xi ∈ {S∗, I∗, A∗, R∗}

A derivada total de L em relação a t e dada por L′ = C

[
4∑

i=1

(x− xi)

]
4∑

i=1

dxi

dt
, C > 0

Sendo que
4∑

i=1

dxi

dt
= N ′(t) dai teremos L′ = C

[
4∑

i=1

(x− xi)

]
N ′(t), C > 0

Como N ′ = V − µN − δ(I + A),
4∑

i=1

dxi

dt
= N(t) ≤ V

µ
e

4∑
i=1

xi = N∗(t), podemos escrever

L′(t) ≤ C

(
N∗(t)− V

µ

)(
V

µ
−N∗(t)

)
Sabendo que para todo t ≥ 0, N(t) ≤ N0(t), temos que L′ ≤ 0 para t −→ +∞. Ademais,

L ≥ 0 e L′ ≤ 0 se somente se xi = x∗
i , ou seja, S(t) = S∗

0 , I(t) = I∗0 , A(t) = A∗
0 e R(t) = R∗

0.
Desta forma, L é uma função de Lyapunov e ||L(x)|| −→ +∞ quando ||x|| −→ +∞.

Portanto, pelo método directo de Lyapunov [25] o ponto de equilíbrio endêmico é Global-
mente Assimptoticamente Estável.

2.0.10 Existência de Bifurcação

Uma bifurcação num sistema dinâmico é uma mudança na natureza de um ponto fixo, devido
à mudança de um parâmetro do sistema [46].

A matriz jacobiana J(E0, β
∗
1) calculada no ponto livre de doença E0 com β1 = β∗

1 para
ocorrer R0 = 1 é a mesma matriz J(E0) apresentada através do sistema (2.32).
Onde,

β1 = β∗
1 =

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ − [acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb]

(1− a)c(µ+ δ + γ) + acfγ
(2.36)

com componentes do R0 definido em (2.19), onde β∗
1 é escolhido arbitrariamente como o

parâmetro de bifurcação para ocorrer R0 = 1.
Ao analisarmos a estabilidade do equilíbrio livre da doença, vimos que esta matriz tem como
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polinómio característico

p(λ) = a32a23(δ + µ)2
[

λ2

a32a23
− (a22 + a33)

a32a23
λ+

a22a33
a32a23

− 1

]
(2.37)

isto é,

p(λ) = a32a23(δ + µ)2
[

λ2

a32a23
− (a22 + a33)

a32a23
λ+R0 − 1

]
(2.38)

e que para R0 = 1 tem um autovalor nulo e todos os restantes tem a parte real negativa,
pois para R0 = 1,

p(λ) = a32a23(δ + µ)2
[

λ2

a32a23
− (a22 + a33)

a32a23
λ

]
(2.39)

é um polinómio de Hurwitz segundo a análise de estabilidade do ponto de equilíbrio livre
da doença vista na secção anterior. Cumprindo assim com a primeira suposição do teorema
(1.0.4.3) da variedade central encontrada na revisão da literatura.
Agora, determinemos um autovector direito associado ao autovalor zero da matriz J(E0, β

∗
1)

ou da matriz J(E0) quando R0 = 1. Seja este vector v = (v1, v2, v3, v4). Obtemos o vector v
resolvendo o sistema J(E0, β

∗
1).v

T = 0.

J(E0, β
∗
1).v

T =


−µ 0 0 0

0 −(π + µ+ δ) fγ 0

0 bπ −(δ + µ+ γ) 0

0 (1− b)π (1− f)γ −µ



v1

v2

v3

v4

 =


0

0

0

0

 (2.40)

e obtemos
v =

[
0,

fγ

µ+ π + δ
v3, v3,

(
(1− b)πγf

µ(µ+ π + δ)
+

(1− f)γ

µ

)
v3

]
(2.41)

Agora seja a matriz transposta de J(E0, β
∗
1) ou da matriz J(E0) quando R0 = 1. Ache-

mos o autovector esquerdo associado ao autovalor zero, seja este vector u = (u1, u2, u3, u4),
obtemos-o resolvendo o sistema de equações (considerando que R0 = 1), isto é, vT ·J(E0, β

∗
1) =

J(E0, β
∗
1)

T .vT = 0.

J(E0, β
∗
1)

T .uT =


−µ 0 0 0

0 −(π + µ+ δ) fγ 0

0 bπ −(δ + µ+ γ) 0

0 (1− b)π (1− f)γ −µ


T

.


u1

u2

u3

u4

 =


0

0

0

0

 (2.42)

Resolvendo obtemos: u =

(
0,

bπ

µ+ π + δ
u3, u3, 0

)
ou u =

(
0, u2,

fγ

µ+ γ + δ
u2, 0

)
Tomemos as funções fk (k = 1, ..., 4) que correspondem ao membro direito das equações do
modelo em estudo, isto é,
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f1 = V − λS − µS, f2 = (1− a)λS + fγJ − (π + µ+ δ)I

f3 = aλS + bπI − (γ + µ+ δ)J , f4 = (1− b)πI + (1− f)γJ − µA e determinemos
os valores de

X =
n∑

k,i,j=1

ukvivj
∂2fk
∂xixj

(E0, β1) (2.43)

e

Y =
n∑

k,i=1

ukvi
∂2fk

∂xk∂β1

(E0, β1) (2.44)

• Para k = 1, 4 temos que v1 = v4 = 0 e então:

ukvivj
∂2fk
∂xixj

(E0, β1) = 0 , ukvi
∂2fk

∂xk∂β1

(E0, β1) = 0

Então, calculamos apenas para k = 2, 3 obtemos

X =− V c

µ

[
(1− a)

bπ

µ+ π + δ
+ 1

]
×

[
(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ − (acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb)

(1− a)c(µ+ δ + γ) + acfγ
+ β2

]
v3u3

µ+ π + δ

(2.45)

Y = (1− a) c× fγbπ

(µ+ π + δ)2
× v3 × u3 (2.46)

Pelo teorema da variedade central, os vectores v, u devem satisfazer a condição v×u = 1,

ou seja, v3 =
µ+ π + δ√

bπγf
considerando o vector u =

(
0, u2,

fγ

µ+ γ + δ
u2, 0

)
teremos v3 = 1

ou u2 =
(µ+ π + δ)(µ+ δ + γ)

fγ(2µ+ 2δ + γ + π)

Então temos sempre Y > 0 e a estabilidade do ponto endêmico e/ou a existência de
bifurcação retardada em R0 = 1 ficam condicionadas ao sinal de X desde que

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ − (acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb)

(1− a)c(µ+ δ + γ) + acfγ
+ β2 < 0 (2.47)

Logo, pelas alíneas (i) e (iv) do teorema 1.0.4.3 da variedade central [15], estabelecemos
os seguintes resultados:

Proposição 2.0.10.1 No sistema de equações (2.29), para R0 = 1 temos:

a) Se
(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ − (acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb)

(1− a)c(µ+ δ + γ) + acfγ
+ β2 < 0 , então

ocorre uma bifurcação retardada.

b) Se
(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ − (acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb)

(1− a)c(µ+ δ + γ) + acfγ
+β2 > 0, então

ocorre uma bifurcação para frente.
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Proposição 2.0.10.2

a) Se
(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ − (acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb)

(1− a)c(µ+ δ + γ) + acfγ
+ β2 < 0 e R0 < 1,

então, existe um equilíbrio que é ponto de sela, que se bifurca em dois equilíbrios, isto é,
uma bifurcação retardada no equilíbrio livre da doença e um ponto de equilíbrio endêmico
que é assintoticamente estável;

b) Se
(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ − (acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb)

(1− a)c(µ+ δ + γ) + acfγ
+β2 > 0 e R0 >

1, Então, também existe um equilíbrio que é ponto de sela, que se bifurca em dois equilíbrios,
isto é, uma bifurcação para frente no equilíbrio não livre da doença, e um ponto de equilíbrio
endêmico é assintoticamente estável.

Observação 2.0.10.1 Na alíena (a) de ambos resultados acima nos informam, biologica-
mente, que a Estratégia de reduzir o número de novas infecções causadas por um indivíduo
infectado para menor que unidade não é suficiente para erradicarmos a doença.

A existência de uma bifurcação retardada ocorre quando R0 < 1, que epidemiologica-
mente significa que, reduzir o valor de R0 para ser menor do que uma unidade não será
suficiente para eliminar a doença da população ([46], [15]).
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Capítulo 3

Análise Numérica

Neste capítulo, faremos as análises numéricas do modelo sem mobilidade e com mobilidade
com o objectivo de estender os resultados analíticos do nosso modelo.

Para a codificação e plotagem das figuras abaixo, foram utilizados o Spyder (Python 3)
e o Jupyter Notebook, usando o método numérico de Runge-Kutta RK4 e as funções ode45
e odeint em Python, respectivamente. Apresentamos os resultados gráficos, tomando como
base os valores da Tabela 3.1, estimados a seguir para modelo sem mobilidade.

Primeiro no Python, escrevemos as equações diferenciais que descrevem a propagação da
doença, incluindo os termos que representam a movimentação de indivíduos entre diferen-
tes regiões ou populações. Para o nosso caso, os termos que descrevem a movimentação de
indivíduos de uma região para outra são representados por lij (taxa de saída) e r (taxa de re-
torno). Esses dois termos representam a dinâmica da mobilidade, permitindo-nos identificar
todos aqueles que se deslocaram para uma região e os que retornaram à sua região de origem.

Usando as bibliotecas já existentes no Python, os comandos import numpy as np, from
scipy.integrate import odeint, e import matplotlib.pyplot as plt são utilizados
para importar bibliotecas essenciais para o desenvolvimento de modelos matemáticos e a
análise de dados em Python. O NumPy (import numpy as np) é uma biblioteca fundamental
para computação científica em Python, oferecendo suporte para arrays e matrizes multidi-
mensionais, além de uma ampla gama de funções matemáticas para operações com esses
arrays, facilitando o cálculo numérico. O SciPy (from scipy.integrate import odeint)
complementa o NumPy e fornece funcionalidades adicionais para cálculos científicos; a função
odeint do módulo integrate é usada para resolver equações diferenciais ordinárias (ODEs),
permitindo a modelagem de sistemas dinâmicos e a simulação de modelos matemáticos. Já a
Matplotlib (import matplotlib.pyplot as plt) é uma biblioteca para a criação de grá-
ficos e visualizações em Python; o módulo pyplot oferece uma interface de estilo de comando
que facilita a configuração e a exibição de gráficos, tornando a visualização dos resultados
de modelos e dados mais acessível. Os termos lij e r foram definidos no Spyder pela função
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r*np.sum(np.take(y, j)) para criar um conjunto de valores de saída e retorno em cada
compartimento. Se considerarmos lij = 0, estaríamos simulando a situação sem mobilidade,
pois não haveria saída nem retorno de pessoas.

Portanto, precisamos simular para lij = 0 sem mobilidade e com lij ̸= 0 com mobilidade,
onde no mesmo sistema são apresentadas as duas curvas para visualização.

Utilizando os dados da população de cada província presentes na tabela 6.1, realizamos
a simulação do modelo de radiação com auxílio da biblioteca Python Scikit-mobility, con-
forme desenvolvida no trabalho de Pappalardo et al. [35]. Com essa simulação, obtivemos os
fluxos diários de deslocamento em todo o país conforme o Tizzoni et al. [47], apresentados
na tabela 6.6.

O modelo de radiação mencionado foi desenvolvido no trabalho de Simini et al. [45], e
sua fórmula original é expressa pela equação

Pij = Pi
NiNj

(Ni +Kij)(Ni +Nj +Kij)

onde Ni é o número da população na província de partida i, Nj é o número da população
na província de destino j, Kij é a população total ao redor da região i que corresponde a
distância entre as províncias i e j mas excluindo a população de origem e destino, e por
último

∑
j ̸=i

Pij = Pi é o número total de indivíduos que viajam a partir do local i e para a

determinação da matriz de transição foi usada a equação (1.14).

Após o cálculo do fluxo diário e da matriz de transição, obtemos as tabelas em anexo. A
Tabela 6.6 representa o fluxo diário e a Tabela 6.7 representa a matriz de transição.

3.0.1 Estimação de parâmetros

Para a estimação dos parâmetros, a expectativa de vida de um indivíduo infectado pelo
HIV/SIDA é de cerca de 8 anos, então a taxa de mortalidade induzida pela doença é de
δ = 0.125 por ano, conforme obtido em [24]. A expectativa de vida em Moçambique é de
56 anos, segundo o Instituto Nacional de Estatística no inquérito demográfico e de saúde de
2022 [4].
Os indivíduos com práticas sexuais activas começam aos 15 anos de idade, então o tempo
de vida será de 41 anos e a taxa de mortalidade natural µ é aproximadamente µ = 0.0243

por ano.
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O número médio de parceiros sexuais ou contactos sexuais (c) é de 10 por ano [36]. Isso
está de acordo com o facto de que indivíduos que se deslocam para uma das províncias te-
nham pelo menos um(a) parceiro(a) sexual durante a sua viagem.

Para estimar as taxas de contacto β1 e β2, usamos as taxas de incidência de infecção
por HIV em Moçambique. A incidência anual de HIV entre adultos (15 anos ou mais) em
Moçambique foi de 0.43%, o que corresponde a (β2 = 0.0043), e assumimos que a taxa de
contacto directo (β1 = 0.00273) por ano.

A prevalência de HIV entre adultos em Moçambique foi de 12.5%, o que corresponde a
aproximadamente 2 097 000 adultos vivendo com HIV. A prevalência de HIV foi maior entre
mulheres (15.0%) do que entre homens (9.5%) [23].

Outros parâmetros são: a = 0.99; b = 0.2; f = 0.3; γ = 0.2; π = 0.03; µ = 0.0243;
δ = 0.125. A população inicial foi assumida com base nos casos activos estimados pelo
Ministério de Saúde [23]: 2 097 000 adultos vivendo com HIV/SIDA em Moçambique, dos
quais 97 000 apresentavam sintomas graves e 2 000 000 não apresentavam sintomas graves,
ou seja, I(0) = 97 000 e A(0) = 2 000 000, R(0) = 200 e S(0) = 31 616 000.

Com base nos dados acima, podemos estimar o valor de V considerando a equação 2.24,
que corresponde ao ponto de equilíbrio endêmico. Substituindo os dados e isolando a variável
V , obtemos seu valor aproximado de V = 820 239, que corresponde ao número de indivíduos
recrutados à fase sexualmente activa.

3.0.2 Análise de Sensibilidade

Para decidir a melhor forma de reduzir a incidência da doença, é importante conhecer os
factores que contribuem para a transmissão e prevalência da doença. Como grande parte
dos parâmetros usados é medida, a incerteza em relação a esses é evidente e inevitável. Daí
surge a necessidade de analisarmos a sensibilidade deles, uma maneira de determinarmos
quais parâmetros são mais sensíveis ao ponto de alterar o comportamento qualitativo das
soluções do modelo.

Índices de sensibilidade para R0

Como vimos, o R0 pode ser entendido como o número médio de casos secundários de infecção
por um único indivíduo infeccioso introduzido numa população completamente susceptível.
Esse parâmetro importante mede a transmissão inicial da doença. Agora, vamos analisar
quais parâmetros são mais sensíveis ao ponto de mudar o comportamento qualitativo das
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soluções do modelo em estudo, conforme discutido por [9].

De maneira geral, os índices de sensibilidade calculados em relação aos parâmetros, como
número de contactos sexuais por unidade de tempo, taxas de recrutamento, probabilidade
de um assintomático infectar um susceptível e probabilidade de um sintomático infectar um
susceptível, não dependem do valor atribuído a esses parâmetros. Isso sugere uma atenção
especial a esses parâmetros, já que o índice de sensibilidade refere-se a eles mesmos e não ao
valor atribuído.

Por outro lado, podemos agrupar esses índices em três categorias: (i) categoria de médio
impacto, cujos índices de sensibilidade são iguais a 1; (ii) categoria de alto impacto, cujos
índices de sensibilidade são maiores que 1; e (iii) categoria de baixo impacto, cujos índices
de sensibilidade são menores que 1. Assim, tomando as equações (2.17) e (2.19) para aplicar
a definição 1.8, obtemos as expressões encontradas na secção 5.0.1 do Apêndice e os valores
estão representados nas tabela 3.1 e 3.2.

Tabela de índices de sensibilidade para R01

Tabela de valores dos parâmetros e Índices de Sensibilidade
Parâmetros Grandeza Vecto-

rial
Valores Índice de Sensibilidade Referências

c Ano−1 10 1 [36]
β1 Humanos × Ano−1 0.00273 0.00633 Estimado
β2 Humanos × Ano−1 0.0043 0.9876 [23]
a Humanos × Ano−1 0.99 −0.233815 [13]
π Humanos × Ano−1 0.03 −0.002064 [13]
δ Ano−1 0.125 −0.3717 Estimado
µ Ano−1 0.02433 −0.000019 Estimado
γ Humanos × Ano−1 0.2 −0.5801 [36]

Tabela 3.1: Valores dos parâmetros e índices de sensibilidade.

3.0.3 Interpretação da análise de sensibilidade para cada parâmetro

do modelo em relação ao R01

• Observamos que ΓR01
c = 1 é positivo. Isto significa que, se aumentarmos 50% da taxa de

contacto, o número de novas infecções aumentará 1.49%. Em outras palavras, um aumento
de 50% na taxa de contacto resultará em um aumento de 1.49% no R01.
Desta análise, podemos identificar os parâmetros que apresentam possibilidades teóricas de
controle. Sendo c um parâmetro de médio impacto proporcional ao R0, esperamos, obvia-
mente, que o R0 diminua ou aumente com a diminuição ou aumento da taxa de contactos
sexuais.
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• Observamos que ΓR01
β1

= 0.00633 é positivo. Isso significa que, se aumentarmos 1% da
taxa de transmissão da infecção, o número de novas infecções aumentará 0.0063933%. Em
outras palavras, um aumento de 1% na taxa de transmissão resultará em um aumento de
0.0063933% no R01. O mesmo padrão se aplica ao β2, onde teremos um aumento de 0.9975%.

Para os parâmetros de baixo impacto, podemos considerar β1, β2, a, µ, γ, δ, π. Se au-
mentarmos as taxas γ e π, as taxas de transferências para a classe dos imunes diminuirão
consideravelmente o número reprodutivo. Por outro lado, se também considerarmos aumen-
tar ou diminuir as probabilidades β1 e β2, podemos diminuir ou aumentar significativamente
o número reprodutivo. Através de campanhas de sensibilização e adesão ao uso de pre-
servativos, testagem do HIV e adesão ao tratamento de indivíduos seropositivos, podemos
contribuir significativamente para a redução da incidência da doença.

O gráfico a seguir mostra como os índices de sensibilidade da tabela 3.1 variam.

Figura 3.1: índices de sensibilidade de todos os parâmetros

Como podemos observar na figura 3.1, o parâmetro γ, que influencia os indivíduos a
aderir à classe dos Removidos, contribui significativamente para o declínio da prevalência
do HIV. Isso porque partimos do pressuposto de que todos os indivíduos que pertencem à
classe dos removidos não contribuem mais para a transmissão da doença. Quanto maior for
o número de removidos, menor será a prevalência da doença.

39



CAPÍTULO 3. ANÁLISE NUMÉRICA

Tabela de índices de sensibilidade para R02

Tabela de valores dos parâmetros e Índices de Sensibilidade
Parâmetros Grandeza Vecto-

rial
Valores Índice de Sensibilidade Referências

c Ano−1 10 1 [36]
β1 Humanos × Ano−1 0.00273 0.1836 Estimado
β2 Humanos × Ano−1 0.0043 0.8152 [23]
a Humanos × Ano−1 0.99 −0.03738 [13]
π Humanos × Ano−1 0.03 −0.3901 [13]
δ Ano−1 0.125 −0.8063 Estimado
µ Ano−1 0.02433 0.1489 Estimado
γ Humanos × Ano−1 0.2 0.7469 [36]
f Humanos × Ano−1 0.3 0.0230 [13]
b Humanos × Ano−1 0.2 0.014 [13]

Tabela 3.2: Valores dos parâmetros e índices de sensibilidade.

3.0.4 Interpretação da análise de sensibilidade para cada parâmetro

do modelo em relação ao R02

• Observamos que ΓR02
c é positivo. Isto significa que, se aumentarmos 50% da taxa de

contacto, o número de novas infecções aumentará 1.49%. Em outras palavras, um aumento
de 50% na taxa de contacto resultará num aumento de 1.49% no R02.

Assim, usando a mesma interpretação usada para R01, podemos identificar os parâme-
tros que apresentam possibilidades teóricas de controle. Como c é um parâmetro de médio
impacto proporcional ao R02, esperamos, obviamente, que o R0 diminua ou aumente com a
diminuição ou aumento da taxa de contactos sexuais.

• Observamos que ΓR02
β1

é positivo. Isto significa que, se aumentarmos 1% da taxa de
transmissão da infecção, o número de novas infecções aumentará 0.0027573%. Em outras
palavras, um aumento de 1% na taxa de transmissão resultará num aumento de 0.055146%

no R02. O mesmo padrão aplica-se para o β2, onde teremos um aumento de 0.004343%.

• Observamos que ΓR02
a é negativo. Isto significa que, se aumentarmos 1% na fracção de

novos casos que progride para o estágio assintomático, o número de novas infecções dimi-
nuirá para 0.9999%. Em outras palavras, um aumento de 1% na fracção de novos casos que
progridem para o estágio assintomático causará uma diminuição de 0.9999% no R02.

De modo análogo ao R01, podemos dizer que, para os parâmetros de baixo impacto,
podemos considerar β1, β2, a, µ, γ, δ, π, f , b. Se aumentarmos as taxas γ e f , as taxas
de transferências para a classe dos imunes diminuirão consideravelmente o número reprodu-
tivo. Por outro lado, se também considerarmos aumentar ou diminuir as probabilidades β1

40



CAPÍTULO 3. ANÁLISE NUMÉRICA

e β2, podemos aumentar ou diminuir significativamente o número reprodutivo. Através de
campanhas de sensibilização e adesão ao uso de preservativos, testagem do HIV e adesão ao
tratamento de indivíduos seropositivos, podemos contribuir significativamente para a redu-
ção da incidência da doença.

O gráfico a seguir mostra como os índices de sensibilidade da tabela 3.2 variam.

Figura 3.2: índices de sensibilidade de todos os parâmetros

Observamos, pelo gráfico 3.16, que os parâmetros mais sensíveis do modelo são as taxas
de contacto c e β2, contribuindo significativamente para a propagação do vírus na população
e gerando novas infecções durante o período de infecciosidade. Portanto, é crucial que se
preste muita atenção a esses parâmetros. É uma prática sensata que os indivíduos devem
ter muito cuidado, uma vez que, por não apresentarem sintomas, podem não procurar o
hospital para testar o seu estado. Logo, é importante manter relações sexuais protegidas,
especialmente com pessoas cujo estado de saúde é desconhecido. Reduzir a frequência ou
taxa de contacto entre humanos e objectos cortantes também é uma medida eficaz para
controlar a propagação do vírus. Além disso, é fundamental obedecer a outras medidas de
prevenção.

3.0.5 Simulação numérica do modelo sem mobilidade

A seguir, apresentaremos os gráficos das soluções para as populações de humanos susceptí-
veis, humanos infectados assintomáticos, infectados sintomáticos e humanos Removidos.

Os parâmetros usados são os mesmos da tabela da análise de sensibilidade, e consideramos
as seguintes condições iniciais: I(0) = 97 000, A(0) = 2 000 000, V = 8 20 239, onde S(0) =

31 616 000. As simulações serão realizadas para os casos em que R0 < 1 e R0 > 1.
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3.0.6 Cenário 1: R02 < 1 e f = 0.3, b = 0.2

Observe as figura 3.3, 3.4 com variação do parâmetro c. O parâmetro c na equação do
modelo representa a taxa de contacto entre indivíduos susceptíveis e infectados. Quando c

aumenta, a taxa de contacto também aumenta, o que geralmente significa que a infecção
se espalha mais rapidamente na população. Vamos analisar o impacto de diferentes valores
de c nos gráficos de Infectado Sintomático (I), Infectado Assintomático (A) e Removidos (R).

• Infectado Sintomático (I): Um aumento em c geralmente resulta num aumento na
taxa de infecção e, consequentemente, num aumento no pico de infectados sintomáticos;

• Infectado Assintomático (A): A variação de c pode influenciar a quantidade de
infectados assintomáticos. Aumentar c pode levar a um aumento inicial nos assinto-
máticos, mas o impacto pode depender de outros parâmetros, como f e b;

• Susceptívis (S): O número de susceptíveis diminuirá mais rapidamente com valores
mais altos de c, pois mais indivíduos estão a ser expostos e infectados;

• Removidos (R): O aumento em c pode influenciar a dinâmica da imunidade, afec-
tando a taxa de recuperação e, consequentemente, a quantidade de indivíduos imunes
ao longo do tempo.

Ademais, a variação de c pode influenciar a velocidade e a intensidade da propagação da
doença na população. Um aumento em c geralmente acelera o processo de infecção, resul-
tando em picos mais altos e mais rápidos de infectados.

Figura 3.3: Evolução dos Infectado Sin-
tomático Figura 3.4: Evolução dos infectados As-

sintomáticos.
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Figura 3.5: Evolução dos Removidos

Todas as figuras acima foram representa-
das com as seguintes condições iniciais:
R02 < 1, f = 0.3, b = 0.2, β1 = 0.00273

e β2 = 0.0043. Os valores dos infectados,
susceptíveis e removidos foram apresen-
tados no início desta secção, que corres-
ponde a dados nacionais de 2017. Outros
parâmetros encontram-se na tabela 3.2

Observando as figuras 3.3-3.5, notamos que o número de sintomáticos aumenta nos pri-
meiros anos, evidenciando a interação entre os dois compartimentos. Ou seja, os infectados
sintomáticos se tornam assintomáticos pela influência do parâmetro b, e o mesmo acontece
com os infecciosos assintomáticos, que passam para o estado infeccioso sintomático com uma
taxa influenciada pelo parâmetro f . Esses dois compartimentos interagem entre si, possivel-
mente devido à medicação, embora este estudo não considere esse aspecto.

A figura 3.3 apresenta um cenário distinto em relação à curva 3.4. Nos primeiros 10 anos,
há mais pessoas sintomáticas do que assintomáticas, indicando que, quanto maior a taxa de
saída de assintomáticos, maior será o número de infectados sintomáticos.
Por outro lado, o cenário da figura 3.5 revela o número de indivíduos removíveis, ou seja,
aqueles que transitam dos infectados sintomáticos para removidos e dos infectados assinto-
máticos para removidos. Esses indivíduos deixam de ser infecciosos e passam à classe dos
não infecciosos/removidos. O gráfico mostra a evolução e o aumento significativo dos que
deixaram de ser infecciosos assintomáticos e dos que deixaram de ser sintomáticos, passando
assim a pertencer à classe dos removidos. No entanto, assumimos que este cenário é influ-
enciado pelo tratamento, mesmo que não seja considerado no nosso estudo.

3.0.7 Cenário 2: R02 > 1 e f = 0.3, b = 0.2

Este cenário implica que, quando f é diferente de zero, os dois compartimentos estão em
interação, isto é, ele influencia a taxa de transferência de indivíduos da classe assintomática
para a classe sintomática, da mesma forma que acontece quando b é diferente de zero, afec-
tando a taxa de transferência de indivíduos da classe sintomática para a classe assintomática.

Observando as figuras 3.6, 3.7 e 3.8, conseguimos ver a evolução da doença ao longo do
tempo para vários valores da constante c. Quando R0 > 1, o número de pessoas infectadas
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tende a aumentar.

Figura 3.6: Evolução dos infectado Sin-
tomáticos.

Figura 3.7: Evolução dos infectado As-
sintomáticos

Figura 3.8: Gráfico que representa a
evolução dos Removidos

Todas as figuras acima foram representa-
das com as seguintes condições iniciais:
R02 > 1, β1 = 0.0273 e β2 = 0.043. Os va-
lores dos infectados, susceptíveis e remo-
vidos foram apresentados no início desta
secção, que corresponde a dados nacionais
de 2017. Outros parâmetros encontram-
se na tabela 3.2

Comparando a figura 3.6 com a figura 3.3, conseguimos ver a evolução das novas infec-
ções quando R0 é maior que 1 e menor que 1. Para R0 maior que 1, observa-se o aumento
do número de infecções diárias e, consequentemente, o aumento de casos de infecção pelo
HIV/SIDA. O mesmo acontece com as demais figuras, indicando assim a evolução das infec-
ções com R0 maior que 1.

O cenário da figura 3.6, no entanto, é de grande importância, pois representa a evolução
dos removidos, isto é, indivíduos que deixam de ser infecciosos. Quanto maior for o número
desses indivíduos, maior será o controle do impacto da doença, visto que eles deixam de ser
infecciosos e passam a ser indivíduos que não contribuem para novas infecções. Com isso,
teremos menos impactos dessa doença.
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3.0.8 Cenário 3: R02 < 1 e f = 0, b = 0

Observemos as figuras 3.9-3.10, que representam como a população de infectados sintomá-
ticos, infectados assintomáticos e removidos evolui ao longo do tempo. Com as condições
acima, significa que os termos f e b não estão presentes nas equações diferenciais, o que
implica que não há interações entre os compartimentos de infectados assintomáticos (A) e
infectados sintomáticos (I). Nesse caso, cada compartimento terá três possibilidades: morrer
pela doença, morrer por outras causas ou tornar-se um removido da doença.

Figura 3.9: Evolução dos infectados
Sintomáticos.

Figura 3.10: Evolução dos infectados
Assintomáticos.

Figura 3.11: Evolução dos Removidos.

Todas as figuras acima foram representa-
das com as seguintes condições iniciais:
R02 < 1, β1 = 0.00273 e β2 = 0.0043.
Os valores dos infectados, susceptíveis e
removidos foram apresentados no início
desta secção, que corresponde a dados
nacionais de 2017. Outros parâmetros
encontram-se na tabela 3.1

Observemos as figuras 3.9 e 3.10. Esses gráficos apresentam um comportamento que in-
dica uma diminuição. Inicialmente, temos um número muito elevado de infectados, que vai
diminuindo ao longo do tempo. Esse comportamento pode indicar que a taxa de tratamento
ou de mortalidade dos infectados sintomáticos é alta, o que faz com que a quantidade de
pessoas nessa classe diminua rapidamente. Em outras palavras, os gráficos mostram uma
rápida diminuição no número de infectados (tanto sintomáticos quanto assintomáticos) e um
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crescimento inicial seguido de declínio nos removidos, figura 3.11. Isso indica que, sob as
condições modeladas, a epidemia de HIV/SIDA está sendo controlada, com uma eficiente
remoção (tratamento ou mortalidade) dos infectados. Essa análise pode ser útil para enten-
der a eficácia das estratégias de controle e tratamento do HIV/SIDA implementadas em 2017.

3.0.9 Cenário 4: R02 > 1 e f = 0, b = 0

Vejamos as figuras 3.12-3.14. Quando f e b são iguais a zero, a taxa de transferência de indi-
víduos da classe I para a classe A é zero. Isso implica que não há movimento de indivíduos da
classe I para a classe A e, portanto, não há interação adicional entre os infectados sintomáti-
cos e os indivíduos assintomáticos. Vejamos a evolução da doença quando R01 é maior que 1.

Figura 3.12: Evolução dos infectados
Sintomáticos

Figura 3.13: Evolução dos Assin-
tomat́ico.

Figura 3.14: Evolução dos removidos.

Todas as figuras acima foram representa-
das com as seguintes condições iniciais:
R02 > 1, f = b = 0, β1 = 0.0273 e
β2 = 0.043. Os valores dos infectados,
susceptíveis e removidos foram apre-
sentados no início desta secção, que
corresponde a dados nacionais de 2017.
Outros parâmetros encontram-se na
tabela 3.1.

As figuras 3.12, 6.5 e 3.14 representam a evolução dos casos dos infectados por HIV/SIDA,
à medida que c aumenta, o pico do número de sintomáticos também cresce, embora em
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uma escala menor em comparação aos assintomáticos. Isso pode indicar que o parâmetro c

afecta tanto a taxa de transmissão quanto a progressão da doença. O aumento no número de
indivíduos sintomáticos com o aumento de c pode indicar que um maior número de indivíduos
que eram assintomáticos progrediram para a fase sintomática devido a intervenções menos
eficazes ou maior transmissão.

Ambos os gráficos mostram a importância de estratégias de intervenção eficazes para
controlar a propagação do HIV. O parâmetro c parece influenciar significativamente a dinâ-
mica da doença. Intervenções que reduzem c (como campanhas de conscientização, aumento
da testagem e distribuição de antirretrovirais) podem ajudar a reduzir tanto a população de
assintomáticos quanto a de sintomáticos, limitando assim o impacto da epidemia.

3.0.10 Simulação do Modelo com Mobilidade Humana

É importante observar nosso modelo nas regiões de Moçambique com as províncias de maior
prevalência de HIV/SIDA: Gaza, Maputo Província, Maputo Cidade, Manica, Tete e Zam-
bézia. As figuras abaixo mostram como evoluem as infecções em função do tempo. Quando
a mobilidade humana é incluída, os números de indivíduos infectados assintomáticos e sin-
tomáticos diminuem ainda mais rapidamente do que no caso em que nenhuma mobilidade é
considerada no modelo; para todos os gráficos, consideramos o tempo em anos.

Figura 3.15: Evolução temporal dos ca-
sos para Cidade de Ma-
puto de indivíduos assin-
tomáticos

Figura 3.16: Evolução temporal dos ca-
sos da Cidade de Maputo
de indivíduos Sintomáti-
cos

A figura 3.15, mostra-nos um cenário diferente do outro caso. Para esta região, incluir
a mobilidade humana na dinâmica do modelo aumenta ligeiramente o número de indivíduos
infecciosos. No primeiro caso, que é o dos assintomáticos (figura 3.15), observamos que nos
primeiros 10 anos a mobilidade não tem efeito, visto que a curva que representa o número
de infectados com mobilidade está abaixo da curva normal. Após mais de 15 anos, a mo-
bilidade começa a ter efeito, e o número de infecções começa a diminuir ligeiramente. No
entanto, o cenário geral prevê uma diminuição dos casos de infecções. Por exemplo, após 8

anos sem mobilidade humana, a região de Maputo Cidade apresenta entre 40 a 60 mil casos
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infecciosos, enquanto a inclusão da mobilidade humana resulta em um mesmo intervalo, mas
com a curva de mobilidade abaixo da curva sem mobilidade.
Já a curva dos sintomáticos figura 3.16 apresenta um cenário bem diferente dos assintomá-
ticos, onde observamos que as duas curvas estão diminuindo ligeiramente, mas com efeitos
diferentes. A curva de mobilidade está sempre acima da curva sem mobilidade, o que indica
que o efeito da mobilidade está aumentando o número de indivíduos infecciosos nessa região.

Figura 3.17: Evolução temporal dos ca-
sos da Província de Ma-
puto de indivíduos Assin-
tomáticos

Figura 3.18: Evolução temporal dos ca-
sos da Província de Ma-
puto de indivíduos Sinto-
máticos

O cenário da província de Maputo e outro, como se pode observar nas figuras 3.17. A
curva sem mobilidade mostra um pico mais tardio, em torno de 25 anos, com um número
máximo de infecções, aproximadamente 300000 indivíduos.

Após o pico, há uma diminuição gradual, mas menos acentuada em comparação aos as-
sintomáticos, permanecendo alta até os 100 anos. Enquanto que a curva sem mobilidade
atinge um numero muito menor em comparação com a curva de Mobilidade, em torno de
18 dias, com um número máximo de infecções um pouco menor, cerca de 275000 indivíduos.
Após o pico, a curva diminui mais rapidamente e se estabiliza em um nível mais baixo do
que a curva com mobilidade.

A presença de mobilidade parece resultar em um número maior de casos acumulados ao
longo do tempo, tanto para assintomáticos quanto para sintomáticos.
Com mobilidade, o número de infecções permanece elevado por um período mais longo, o
que pode representar um desafio prolongado para os sistemas de saúde e para as medidas de
controle da doença.

A curva sem mobilidade cai mais rapidamente após o pico, indicando uma redução mais
eficiente no número de casos ativos.
A mobilidade influencia significativamente a dinâmica da doença de HIV, impactando tanto
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o tempo de pico quanto a distribuição temporal das infecções.

Figura 3.19: Evolução temporal de ca-
sos da província de Gaza
de indivíduos assintomáti-
cos

Figura 3.20: Evolução temporal de ca-
sos da província de Gaza
de indivíduos Sintomáti-
cos

Figura 3.21: Evolução temporal de ca-
sos da província de Ma-
nica de indivíduos Sinto-
máticos

Figura 3.22: Evolução temporal de ca-
sos na província de Manica
de indivíduos Assintomá-
ticos

Observamos as Figuras 3.19 e 3.21 que representam a evolução temporal dos casos de
indivíduos infectados. A curva superior (vermelha) corresponde ao cenário com mobilidade,
enquanto a curva inferior (azul) corresponde ao cenário sem mobilidade.
Na província de Manica, a quantidade de indivíduos sintomáticos é ligeiramente maior no
início e a taxa de diminuição dos casos é mais lenta. Isso indica que a mobilidade contribui
para uma propagação contínua e sustentada dos casos sintomáticos, prolongando o tempo
necessário para que o número de casos diminua.

Por outro lado, sem a mobilidade, a curva atinge um pico inicial semelhante, mas a dimi-
nuição dos casos é mais rápida. Isso sugere que, sem a mobilidade, a propagação dos casos
sintomáticos é controlada de forma mais eficiente, resultando em uma redução mais rápida
dos casos. A mobilidade prolonga a presença de casos sintomáticos na população, embora
a diferença em relação ao cenário sem mobilidade não seja tão pronunciada. A redução dos
casos sintomáticos ocorre de forma mais lenta com a mobilidade, sugerindo que a movimen-
tação de pessoas facilita a continuidade da transmissão.
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Além disso, a mobilidade tem um impacto mais significativo nos casos assintomáticos na
província da Zambézia, resultando em um pico mais alto e uma redução mais gradual. Sem
a mobilidade, os casos assintomáticos diminuem mais rapidamente, indicando uma maior
eficácia na propagação da doença.

A análise das figuras 3.19 e 3.21 mostra que a mobilidade humana tem um efeito amplifi-
cador na propagação dos casos assintomáticos em Manica e dos casos sintomáticos em Gaza,
contribuindo para um maior número de infecções iniciais e uma desaceleração na diminuição
dos casos ao longo do tempo. Para os casos sintomáticos, o impacto da mobilidade também
é perceptível, mas de maneira menos acentuada. Esses resultados destacam a importância
de considerar a mobilidade nos modelos epidemiológicos e nas estratégias de controle, par-
ticularmente para infecções assintomáticas que podem não ser detectadas imediatamente e,
portanto, representam um risco maior para a propagação contínua da doença.

Figura 3.23: Evolução temporal dos ca-
sos da Província de Tete
de indivíduos Sintomáti-
cos

Figura 3.24: Evolução temporal dos ca-
sos da Província de Tete
de indivíduos Assintomá-
ticos

Figura 3.25: Evolução temporal dos ca-
sos da Província da Zam-
bézia de indivíduos Assin-
tomáticos

Figura 3.26: Evolução temporal dos ca-
sos da Província de Zam-
bezia de indivíduos Sinto-
máticos

Observamos as figuras 3.24 e 3.26 que representam a evolução temporal dos casos de
indivíduos infectados na província de Tete e Zambézia. A curva superior (vermelha) corres-
ponde ao cenário com mobilidade, enquanto a curva inferior (azul) corresponde ao cenário
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sem mobilidade.
A comparação entre as duas curvas revela que a mobilidade tem um impacto significativo na
dinâmica da doença tanto dos casos assintomáticos quanto dos sintomáticos. A mobilidade
acelera a propagação da doença, resultando em picos mais altos de infecção em períodos
mais curtos. Esse efeito é observado em ambos os grupos (assintomáticos e sintomáticos),
destacando a importância de considerar a mobilidade nos modelos epidemiológicos e nas
estratégias de controle da doença.

A presença de mobilidade facilita a transmissão do HIV, aumentando o número de casos
em um curto espaço de tempo e retardando a estabilização da infecção. Portanto, políticas
que reduzem a mobilidade ou que controlam melhor os fluxos de pessoas entre regiões podem
ser eficazes na mitigação da propagação da doença.

Em geral, destaca-se a importância de considerar a mobilidade humana nos modelos epi-
demiológicos e nas estratégias de controle de doenças infecciosas, como o HIV. A mobilidade
amplifica a disseminação inicial e prolonga a presença da infecção, especialmente para casos
assintomáticos que podem não ser detectados imediatamente e, portanto, representam um
risco maior para a propagação contínua da doença. Políticas de saúde pública que visam
reduzir a mobilidade ou monitorar de perto os indivíduos em movimento podem ser cruciais
para controlar as infecções por HIV e outras doenças transmissíveis.

Essas observações são fundamentais para desenvolver estratégias de prevenção e controle
mais eficazes, especialmente em regiões com alta mobilidade e prevalência de HIV. O moni-
toramento constante e a implementação de medidas adaptativas podem ajudar a mitigar os
efeitos negativos da mobilidade na propagação da doença.
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Discussão de resultados

O uso de duas classes no modelo tinha como objectivo analisar a propagação da doença
quando não é possível registrar ou controlar toda a população infectada, e investigar as
condições sob as quais a doença se espalhará na população moçambicana, assim como no
mundo inteiro. Além disso, pretende-se prever os parâmetros que mais contribuem para a
propagação da doença. O efeito do tratamento e suas consequências nas infecções por HIV
não são explicitamente controlados no modelo para explicar a existência daqueles que não se
apercebem da doença ou não procuram tratamento. Na verdade, aqueles que passam para a
classe dos infectados pela força λ incorporam tanto os sintomáticos quanto os assintomáticos.
Observamos que estes podem passar para sintomáticos ou assintomáticos, o que nos levaria
facilmente de uma situação livre da doença para uma situação endêmica, onde notamos que
a doença se propagou em mais de uma onda, o que atrasaria a saturação da infecção. Esta
situação se manifestaria quando o número reprodutivo se aproxima da unidade, mesmo em
uma taxa elevada de indivíduos infectados pelo HIV/AIDS. Nesse cenário, a eficácia das
estratégias de prevenção torna-se crucial para a redução das infecções.

A simples redução do número reprodutivo abaixo da unidade não garante a erradicação
da doença. No entanto, é importante ressaltar que este número é fortemente influenciado
por parâmetros teoricamente controláveis por meio da implementação contínua de medidas
de prevenção contra o HIV.

Conforme indicado por [24], o controle efectivo da doença requer dados detalhados sobre
parâmetros críticos subjacentes à propagação, como o uso de medicamentos e outros facto-
res significativos. No entanto, este estudo, por meio da análise de índice de sensibilidade,
identificamos parâmetros teoricamente controláveis que desempenham um papel crucial na
redução da propagação do HIV.

A análise de índice de sensibilidade revela a necessidade de uma atenção especial aos
parâmetros cujo índice não depende significativamente do valor atribuído (como no caso da
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taxa de contacto). Pequenas variações nesses parâmetros podem facilmente desencadear a
transição do estado livre da doença para o estado endêmico.

A mobilidade desempenha um papel crucial na compreensão da dinâmica local do HIV.
Especificamente, regiões com prevalências inicialmente baixas de HIV registram um au-
mento no número de indivíduos infectados quando a mobilidade é considerada, enquanto as
regiões com prevalências inicialmente elevadas de HIV experimentam uma ligeira diminuição.
Mesmo quando a tendência geral é de diminuição da doença, a mobilidade tende a atrasar a
erradicação em regiões de baixa incidência de infecções pela doença e a acelerar ligeiramente
o processo de erradicação em regiões com elevada incidência de infecções pelo HIV. Quando
a doença está em estado endêmico, regiões com número inicial de indivíduos infectados pelo
HIV tendem a aumentar mais suas taxas de incidência do que as regiões com maior número
de infecções inicialmente elevadas.

Observando as Figuras 3.17-3.26, que mostram as curvas com mobilidade humana, po-
demos ver que a mobilidade tem um impacto muito significativo na dinâmica da doença. As
curvas representadas nas figuras acima mostram como é o impacto da transmissão de HIV
na zona de chegada, na medida em que os infectados saem da zona de origem para outra
zona.
Os nossos resultados mostram, utilizando dados nacionais, que a mobilidade humana pode
influenciar a transmissão do HIV. Aqui, os nossos resultados parecem estar de acordo com
outros estudos, que relatam que os trabalhadores migrantes em áreas urbanas podem espa-
lhar o HIV para áreas rurais nas suas viagens de regresso às suas áreas de origem, como
mostram os estudos feitos por [24], [30], e [29]. Mas também existem diferenças entre dife-
rentes regiões com alto número de infecções. Por exemplo, na província da Zambézia, Tete e
província e Maputo (figuras 3.26, 3.24 e 3.17), inicialmente as infecções crescem mais rapida-
mente do que em outras regiões, independentemente da mobilidade. Isto pode ser atribuído
ao facto de ser uma das regiões mais populosas do país e altamente ligada a outras regiões.
Este resultado está de acordo com outros estudos, que associam altas infecções por HIV com
alta mobilidade humana em áreas como fazendas comerciais e propriedades agrícolas, áreas
de mineração, centros de negócios e áreas residenciais ao longo de estradas movimentadas
[50], [51] , entre outros estudos.
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Conclusão e Recomendações

Neste trabalho, um modelo matemático não linear é proposto e analisado para estudar a
propagação do HIV/SIDA com impacto direto fluxo de infectados em uma população com
estrutura de tamanho variável. Supõe-se que os susceptíveis sejam infectados por diferentes
meios de infecção de HIV. O modelo é analisado usando a teoria da estabilidade de equações
diferenciais e simulação numérica. Algumas inferências foram traçadas em relação à propa-
gação da doença, por meio do estabelecimento de resultados de estabilidade local e global.
Verifica-se que se o influxo directo de infectados for permitido na comunidade, a doença será
sempre persistente. Se a entrada de imigrantes infectados não for restrita ou se não forem
tomadas medidas de prevenção, a endemicidade da doença será maior quando os indivíduos
com HIV interagem sexualmente com os indivíduos sem HIV. Mas a endemicidade é signi-
ficativamente reduzida se o fluxo directo de infectados for restringido e os indivíduos com
HIV/SIDA não se relacionarem com susceptíveis ou optar pelo uso de preservativos e outros
meios de prevenção da doença. Assim, a propagação da infecção pode ser retardada se o
fluxo directo de infectados for restrito na população.
Observa-se também que o aumento do número de parceiros sexuais reduz ainda mais a po-
pulação total por meio da disseminação da doença. Portanto, para reduzir a propagação
da doença, o número de parceiros sexuais deve ser restrito, ou a interação sexual deve ser
evitada com um indivíduo infectado.

O modelo matemático da transmissão da HIV/SIDA na presença e ausência de métodos
preventivos, mostra-nos que o uso das medidas de prevenção tais como o uso de preservativo
e baixa mobilidade humana, reduz o nível de incidência das infecções por HIV na população
e o não uso destas medidas contribuem para a propagação do HIV. O modelo mostra também
que quanto maior for a mobilidade humana mais nuḿero de infectados na zona de origem
ou na zona de chega, através do modelo conseguimos identificar os parâmetros com maior
nível de sensibilidade, isto é, as variáveis que contribuem com maior nível de infecções nesse
estudo.
Para a redução da transmissão inicial da doença que está diretamente relacionado ao número
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básico de reprodução (R0) é necessário ter em conta a taxa de contacto entre humanos in-
fectados, taxa de transmissão dos humanos assintomáticos visto que estes são os parâmetros
mais sensíveis do (R0).

Ficou ainda demonstrado que a redução da mobilidade humana e de indivíduos infec-
tados é uma das medidas preventivas vitais para reduzir o número de novos casos diários
infectados, pois, das análises reparamos que a taxa de contacto de humanos é o parâmetro
mais sensível do modelo, contribuindo altamente para o crescimento do número reprodu-
tivo, consequentemente gerará o aumento de surgimento de novas infecções, enquanto que
o parâmetro que descreve a taxa de transferências dos sintomáticos para imunes é também
o parâmetro mais sensível, mas o seu impacto consiste na redução do número reprodutivo.
Portanto, devemos aumentar as taxas dos parâmetros que contribuem para a diminuição do
número reprodutivo e diminuir as taxas que contribuem para o aumento do número repro-
dutivo.

Recomendação: Recomendamos que, em futuras investigações, seja dada atenção à di-
nâmica da transmissão do HIV/SIDA entre usuários de drogas injectáveis na cidade de
Maputo. Este grupo específico pode apresentar características distintas que merecem uma
análise aprofundada para informar estratégias de prevenção e intervenção mais eficazes.
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Glossário

Endemia Refere-se à presença constante de uma doença ou agente infeccioso em uma po-
pulação ou região geográfica específica.. 61

Epidemia Refere-se a um aumento repentino e significativo no número de casos de uma
doença específica em uma comunidade ou região, excedendo o que normalmente seria
esperado.. 61

Incidência Taxa pela qual os susceptíveis se tornam infectados, ou seja, o número de novas
infecções por unidade de tempo.. 61

Infectados Indivíduos que contraíram o agente patogênico e são o principal meio de pro-
pagação da doença.. 61

Mobilidade humana A mobilidade humana refere-se ao movimento de pessoas de um lugar
para outro.. 61

Pandemia Uma epidemia que se espalha por várias regiões ou países, afectando um grande
número de pessoas em escala global.. 61

Período de incubação Tempo entre a exposição a um agente infeccioso e o aparecimento
dos sintomas da doença.. 61

Período infeccioso Intervalo de tempo durante o qual um indivíduo ou animal infectado
transmite a doença a um hospedeiro.. 61

Período latente Período de evolução clínica da doença, onde o vírus se replica dentro das
células parasitadas do indivíduo.. 61

Recuperados ou Removidos indivíduos que foram infectados, mas não são mais portado-
res da doença, isto é, por motivo de morte ou imunização, ou por vacina ou obtiveram
cura após contrair a doença... 61

Susceptíveis Indivíduos saudáveis mas não imunes a uma dada doença.. 61

Taxa de contacto Número médio de pessoas que um indivíduo ou vetor contacta por uni-
dade de tempo, adequado para a transmissão da doença.. 61
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Glossário

• Endemia: Endemia

• Pandemia: Pandemia

• Epidemia: Epidemia

• Susceptíveis: Susceptíveis

• Infectados: Infectados

• Recuperados: Recuperados ou Removidos

• Taxa de contacto: Taxa de contacto

• Incidência: Incidência

• Período de incubação: Período de incubação

• Período latente: Período latente

• Período infeccioso: Período infeccioso

• Mobilidade humana: Mobilidade humana
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Apêndice

5.0.1 Cálculo de índice de Sensibilidade

Consideremos as expressões 2.17 e 2.19 referentes ao número reprodutivo, e usando a defini-
ção 1.8 O sinal positivo indica que o parâmetro é diretamente proporcional ao R0, e o sinal
negativo indica que o parâmetro é inversamente proporcional ao R0.
Calculamos índice de sensibilidade de ΓR01

p , onde p = β1; β2;µ; δ; c; a; π; γ

• ΓR01
c =

∂R01

∂c
× c

R01

= 1

• ΓR01
β1

=
∂R01

∂β1

× β1

R01

=
(1− a)cβ1(π + δ + µ)

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ2(π + δ + µ)

• ΓR01
β2

=
∂R01

∂β2

× β2

R01

=
acβ2(π + δ + µ)

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ2(π + δ + µ)

• ΓR01
a =

∂R01

∂a
× a

R01

=

(
−cβ1

π + δ + µ
+

cβ2

µ+ δ + γ

)
a(µ+ δ + π)(µ+ δ + γ)

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ2(π + δ + µ)

• ΓR01
π =

∂R01

∂π
× π

R01

= − (1− a)cβ1π(π + µ+ δ)(δ + γ + µ)

(π + δ + µ)2 [(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ2(π + δ + µ)]

• ΓR01
δ =

∂R01

∂δ
× δ

R01

= −
(

(1− a)cβ1

(π + δ + µ)2
+

acβ2

(µ+ δ + γ)2

)
δ(µ+ π + δ)(δ + γ + µ)

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ2(π + δ + µ)

• ΓR01
µ =

∂R01

∂µ
× µ

R01

= −
(

(1− a)cβ1

(π + δ + µ)2
+

acβ2

(µ+ δ + γ)2

)
µ(µ+ π + δ)(δ + γ + µ)

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ2(π + δ + µ)

• ΓR01
γ =

∂R01

∂γ
× γ

R01

= − acβ2

(µ+ δ + γ)2
γ(µ+ π + δ)(δ + γ + µ)

(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ2(π + δ + µ)

Assim, conforme o cálculo dos índices de sensibilidade para R0, resumimos os valores na
tabela 3.1.
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Calculamos índice de sensibilidade de R02, isto é, Calculemos ΓR02
p , onde p =

β1; β2;µ; δ; c; a; π; γ

•ΓR02
c =

∂R02

∂c
× c

R02

= 1

•ΓR02
a =

∂R02

∂a
× a

R02

=
−acβ1(µ+ δ + γ) + cβ1fγ + cβ2(π + δ + µ)− cβ2πb

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ

a

R02

•ΓR02
β1

=
∂R02

∂β1

× β1

R02

=
(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ

1

R02

•ΓR02
β2

=
∂R02

∂β2

× β2

R02

=
cβ2a(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb

(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ

1

R02

•ΓR02
f =

∂R02

∂f
× f

R02

= [
acβ1γ[(µ+ δ + γ)(µ+ δ + π)− fbπγ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

+
bπγ[(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
+

[(1− a)cβ2πb+ acβ2(π + δ + µ)]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
]
f

R02

•ΓR02
b =

∂R02

∂b
× b

R02

= [
fγπ[(1− a)cβ1(µ+ δ + γ)− fπγ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

+
(1− a)cβ2π[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
− [acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb]fγπ

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
]
b

R02

•ΓR02
π =

∂R02

∂π
× π

R02

= [
−[(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ][(µ+ δ + γ − bfγ)]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

+
[acβ2 + (1− a)cβ2b][(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ] + [acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb][(µ+ δ + γ)]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

− fbγ

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
]
π

R02

•ΓR02
γ =

∂R02

∂γ
× γ

R02

= [
[(1− a)cβ1 + acβ1f ][(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

+
[(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ][(µ+ π + δ)− fbπ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

− [acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb][(µ+ π + δ)− fbπ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
]
γ

R02

•ΓR02
δ =

∂R02

∂δ
× δ

R02

= [
(1− a)cβ1[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

− [(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγ][(µ+ δ + γ) + (µ+ π + δ)]− acβ[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]+

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

− [acβ1(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb][(µ+ δ + γ) + (µ+ π + δ)]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
]
δ

R02

•ΓR02
µ =

∂R02

∂µ
× µ

R02

= [
(1− a)cβ1[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

+
[(µ+ δ + γ) + (µ+ π + δ)][(1− a)cβ1(µ+ δ + γ) + acβ1fγπ]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
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+
acβ2[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbπγ

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2

+
[acβ2(π + δ + µ) + (1− a)cβ2πb][(µ+ π + δ) + (µ+ δ + γ)]

[(µ+ δ + γ)(µ+ π + δ)− fbγπ]2
]
µ

R02

Resumimos os dados a cima em uma tabela 3.1.
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6.1. DISTRIBUIÇÃO DOS INFECTADOS POR PROVÍNCIA CAPÍTULO 6. ANEXOS

Capítulo 6

Anexos

6.1 Distribuição dos infectados por província

Dados 2017.PNG

Figura 6.1: Dados de 201766
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dados 2018.PNG

Figura 6.2: Dados de 2018
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dados 2019.PNG

Figura 6.3: Dados de 2019
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dados de 2020.PNG

Figura 6.4: Dados de 2020
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dados 2021.PNG

Figura 6.5: Dados de 2021
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6.2. DADOS DE MOBILIDADE CAPÍTULO 6. ANEXOS

6.2 Dados de Mobilidade

6.2.1 Fluxo diário em todo país

Figura 6.6: Onde 0 representa a Província do Niassa, 1 representa a Província de Cabo
Delgado, 2 representa a Província de Nampula, 3 representa a Província da
Zambézia, 4 representa a Província de Tete, 5 representa a Província de Ma-
nica, 6 representa a Província de Sofala, 7 representa a Província de Inhambane,
8 representa a Província de Gaza, 9 representa a Província de Maputo e por
último 10 representa a Cidade de Maputo.

6.2.2 Matriz de transição

Figura 6.7: Matriz de transição foi usada a equação 1.14
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